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Inhalt des zweiten Theils. 

Gesetze des Gleichgewichts zwischen Kräften^ 
welche auf mehrere mit einander verbundene feste 

Körper wirken. 



Erstes Kapitel« 
Vom Gleichgewichte hei zwei mit einander yerhundenen Körpern. 

$• 188. Begriff des mit einander Yerbnndenseyni von Körpern im 
Allgemeinen. — - §. 1^. Die Art der Verbindung, welche hier alleift 
berücksichtigt werden soU^ ist die gegenseitige Berohning der Körper* 

$. 190. Grundsätze. — 6. 191. Bedingungen des Gleidigewichts 
zwisdien Krauten, welche auf einen frei beweglichen Körper und ei- 
nen in dessen Oberfläche beweglichen Punkt wirken« — $. 192. Be- 
dingungen des Gleichgewichts, wenn entweder der Körper oder der 
Punkt unbeweglich angenommen wird; wenn auf mehrere in der Ober- 
flache des Körpers bewegliche Punkte Kräfte wirken; u. s. w. Geo- 
metrische Folgerongen. — $. 193. Bin Körper^ dessen Oberfläche 
durch 6 oder mehrere unbewegliche Punkte zu gehen genöthigt ist, 
ist im Allgemeinen'' eben&lls unbeweglich. Bei weniger als 6 unbe- 
weglichen Punkten findet stets noch Beweglichkdt sUtt. 

§. 194. Bedingungen des Gleichgewichts bei zwei sich in ^em 
Punkte mit ihren Fläshen berührenden Körpern. — §. 195. Begriff 
der Gegenkräfte. — §§. 196. 197. Bedingung des Gleichgewichts bei 
zwei sich in mehrem Punkt» berührenden Körpern« 

§. 198. Ausser der Fläcbenberührung kann die Begegnung zweier 
Körper in einem Punkte auch darin bestehen, dass eine Ecke oder 
Kante des einen Körpers an eine Ecke, Kante oder Fläche des andern 
trifii. Wie diese Arten der Begegnung auf die Flächenberiihmng im- 
mer zurückgeführt werden können. Die Richtung der Gegenkräfte 
wird hierbei zum Theil oder ganz unbestimmt. — $. 199. Allgemei- 
nere Bestimmung des Begriffs der Gegenkräfte. Bedingung des 
Gleichgewichts zwischen zwei sich berührenden Körpern im allgemein- 
sten Falle. — $.200. üebcreinstimmung und Verschiedenheit zwischen 
den im Vorigen eingeführten Gegenkräften und den in der Wirklich- 
keit stattfindenden Pressungen und Spannungen. 
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Gleichgewicht an einem nicht [yöllig frei bewegli- 
chen Körper. §. 201. Die Bedingongsgleichungen des Gleichge- 
wichts, wenn ein Pankt des Körpers unbeweglich ist, oder wenn ein 
Punkt in einer unbeweglichen Linie oder Fläche^ beweglich ist; — 
§• 202. wenn zwei Punkte des Körpers unbeweglich sind, oder wenn 
einer derselben, oder beide in unbeweglichen Linien etc. beweglich 
find; — §. 203. wenn drei Punkte des Körpers in einer unbewegli- 
chen Ebene beweglich sind« Sind drei Punkte des Körpers unbeweg- 
lich oder in unbeweglichen Linien beweglich^ so ist der Körper selbst 
im Allgemeinen unbeweglich. — §. 204* Den 6 Bedingungsgleicban- 
gen fiirs Gleichgewicht eines Körpers entsprechen 6 von einander un- 
abhängige Bewegungen des Körpers. Ist er an einigen dieser Bewe- 
gungen gehindert^ so ist die EiiüUung der Gleichungen, die den noch 
möglichen übrigen Bewegungen entsprachen^ die Bedingung des Gleich- 
gewichts. 



Zweites Kapitel. 

Vom Gleichgewichte bei einer beliebigen Anzahl mit einander 

verbundener Körper* 

§• 205« Bedingung dieses Gleichgewichts, wenn alle Körper des 
Systems an sich frei beweglich sind. — §. 206. Nachträgliche Be- 
merkungen« — §• 207. Die Bedingung des Gleichgewiclits eines Sy- 
stems von Körpern besteht in jedem Falle in der Möglichkeit, in den 
Berührungspunkten der Körper Gegenkräfte yon solcher Intensität an- 
zubringen, dass. jeder Körper des Systems für sich ins Gleichgewicht 
kommt. 

Gleichung der virtnellen Geschwindigkeiten bei mit 
einander yerbundenen Körpern. §§. 208 — 210. Beweis, dass 
die in §. 178. für das Gleichgewicht eines einzigen Körpers bewie- 
sene Gleichung auch beim Gleichgewichte mehrerer mit einander ver- 
bundener Körper Gültigkeit hat. — $. 211. Beweis des umgekehrten 
Satzes nach Laplace und Pojsson. — $• 212. Anderer Beweis des 
umgekehrten Satzes. 

$. 213. Bei jedem Systeme von Körpern, welches sich im Gleich- 
gewicbte befindet, ist die Summe der Producte aus jeder Kraft in die 
Entfernung ihres Angriffspunktes von einem unbeweglichen in ihrer 
Richtung beliebig genommenen Punkte ein Maximum oder Minimum^ 
und zwar ersteres, wenn das Gleichgewicht sicher, letzteres, wenn 
es unsicher ist. — $. 214. Elementarer Beweis dieses Satzes. 



Drittes Kapitel. 
Anwendung der vorhergehenden Theorie auf einige Beispiele. 

$. 215. üebersicht des Verfahrens, nach welchem jede hierbei vor- 
kommende AuiSgabe in Gleichungen gesetzt und gelöst werden kann. 
— §§. 216. 217. Die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräf- 
ten, welche auf 4 sich berührende Kugeln wirken. — §§. 2i8. 219. 
Die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen 4 Kräften, welche auf 
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die Ecken einet Vierecks wirken, dessen Seiten yon unveränderlicher 
Langte, dessen Winkd aber yeranderlich sind. — §§. 220 — 223. Be- 
tracbtnng des spedellen Falles, wenn das Viereck ein ebenes ist. — 
§. 224. Eben so, wie bei einem Vierecke, lassen sich anch bei einem 
mehrseitigen Vielecke mit yeränderliclien Winkeln nnd Seiten yon con- 
stanter Länge die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräften, 
die an den Ecken angebracht sind^ ansmitteln. Geometrische Folge- 
rangen. — §$. 225. 226. Die Bedingungen des Crleicligewichts zwi- 
schen Kräften zu finden^ welche auf die Seiten eines Vierecks wirken, 
dessen Seiten von constanter Länge ^ die Winkel aber yeränderlich 
sind. — §§• 227 — 230. Dieselbe Aufgabe unter einigen speciellen 
Voraussetzungen. — Ü. 231. 232. Die Bedingungen de* Gleichge- 
wichts zwischen Kräften, die auf 3 Gerade wirken^ welche an 3 unbe- 
weglichen Punkten yerschiebbar sind, und deren gegenseitige Durch- 
schnitte in 3 unbeweglichen Geraden einer Ebene beweglich sind. Geo- 
metrische Folgerungen. — $. 233. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts zwischen Kräften, welche auf die gegenseitigen Durchschnitte 
yon 3 Geraden wirken, ^die um 3 unbewegliche Punkte beweglich 
sind. 

Bedingungen des Gleichgewichts bei sich ähnlich 
bleibenden Figuren. §§. 234. 235. Sind drei Punkte in einer 
Ebene dergestalt beweglich^ dass das yon ihnen gebildete Dreieck sich 
immer ähnlich bleibt^ und sollen drei auf sie in der Ebene wirkende 
Kräfte sich das Gleichgewiclit halten, so müssen sich die Richtungen 
der Kräfte in einem Punkte schneiden, der mit erstem drei Punkten 
in einem Kreise liegt. Weitere Folgerungen. — §. 236. Ausdehnung 
dieser Untersuchung auf Systeme yon yier und mehrem Punkten« 



Viertes Kapitel. 

Ton den Bedingungen der Unbeweglichkeit. 

§. 237. Wenn das Gleichgewicht eines Systems mit einander yer- 
bundener, an sidi frei beweglicher Körper, auf welche Kräfte nach 
beliebigen Richtungen wirken, durch nicht mehr als 6 Gleichungen be- 
dingt ist^ so kann keine gegenseitige Beweglichkeit zwischen den Kor- 
pern statt finden, — §§. 2^. 239. Wie überhaupt bei einem Systeme 
mit einander yerbundener Körper aus der Anzahl der Körper und der 
Anzahl und Beschaffenheit ihrer Begegnungen über ihre gegenseitige 
Beweglichkeit geurtheilt werden kann. — §. 240. Geometrischer &ß- 
weis, dass die gegenseitige Lage zweier Körper im Allgemeinen nn- 
yeränderlich ist, wenn in der Oberfläche des einen Körpers 6 be- 
stimmte Punkte des andern entlialten seyn sollen. — §. 241. Hieraus 
abgeleitete Fälle, in denen einem Systeme yon weniger als 6 Punk- 
ten, die in unabänderlichen Entfernungen yon einander sind, kdne 
Bewegung mehr gestattet ist. — §. 242. Sollen n Körper,' die durch 
Berührung ihrer Flächen mit einander yerbunden sind, eine unyeran- 
derliche Lage gegen einander haben, so müssen sie sich in wenigstens 
6 (n — 1) Punkten berühren. Fälle, in denen man sich schon im 
Voraus der gegenseitigen Unbewegliciikeit yersichert halten kann. — 
§• 243. Analoge Sätze bei knunmen Linien in Ebenen. 
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§• 244. Natzen der vorhergehenden Betrachtangen, am bei einer 
geometrischen Figur za bestimmen, wie viel Stacke derselben gege- 
ben^ seyn müssen, um daraus alle übrigen finden zu können. — §*245« 
Erläuternng an einem Polyeder, von welchem alle Kanten ihrer Länge 
nach gegeben angenommen weiäen« — $• 246. Bedingung^ unter wel- 
cher bei einem Systeme zusammenhangender Vielecke in einer Ebene 
aus den Längen der Seiten allein alle übrigen Stücke der Figur be>^ 
stimmt werden können. — $. 247 — 249. Enthält eine Fignr unbeweg- 
liche Punkte^ eine ebene wenigstens zwei, eine räumliche wenigstens 
drei, so wird die gegenseitige Unbeweglichkeit der Theile der Figur 
eine Tollkommene Unbeweglichkeit. I^tische Untenuchung dieser 
Unbeweglichkeit Beispiele. 

Fänftes Kapitel. 
Von der unendlich kleinen Beweglichkeit. 

§• 250. Werden yon den Theilen einer Figur so yiele unverän- 
derlich angenommen, dass die gegenseitige Lage der Theile im All- 
gemeinen unveränderlich wird, so lassen sich immer noch speciellc 
Bedingungen fdr das Verhalten der Theile zu einander ausfindig ma- 
chen^ unter denen die gegenseitige Unbeweglichkeit aufhört. — ^ §. 251« 
Untersuchung der Beschfäenheit der Gleidiungen, welche diese Be- 
dingungen ausdrücken. — §. 252. Die bei einer solchen Bedingungs- 
gleichung statt findende Beweglichkeit der Figur ist im Allgemeinen 
nnendlich klein, und es hat alsdann jedes von den unveränderlich ge- 
setzten Stücken der Figur^ wenn man es veränderlich werden, die 
übrigen aber conitant bleiben lässt, seinen grÖssten oder kleinsten 
Werth. Hieraas entspringende neue Methode^ um mit Hülfe der Sta- 
tik geometrische Aurgaben über Maxima und Minima zu lösen. — 
^. 253. Die Bedingung zu finden, unter welcher ein Winkel eines 
ebenen Vierecks, dessen Seiten constante Längen haben, seinen gröss- 
ten oder kleinsten WerUi erreicht. — $^. 254 — 256. Die Bedingung, 
unter welcher ein Viereck beweglich wird, welches Seiten von con- 
itanter Länge, aber veränderliche Winkel hat, und dessen E<ken in 
unbeweglichen in seiner Ebene enthaltenen Linien beweglich sind. 
Analoge Bedingung für das Dreieck und mehrseitige Vielecke. — 
$$. 257. 258. Vier gerade Linien von unbestimmter Länge, von de- 
nen jede der nächstfolgenden und die letzte der ersten zu begegnen 
genöthigt ist, liegen in einer horizontalen Ebene und sind um unbe- 
wegliche Punkte in verticalen Ebenen drehbar. Man soll für dieses 
S^tem, welches im Allgemeinen unbeweglich ist, die Bedingung der 
, Beweglichkeit und die dann nöthige Bedingung des Gleichgewichts 
finden. Duales Verhältniss zwischen dieser Aufgabe und der vorigen. 
-^ §. 259. Dieselbe Aufgabe für ein System von drei Linien. Lö- 
sung eines statischen Paradoxons. — §. 260. Bedingung der Beweg- 
lichkeit eines Systems dreier Geraden, welche in einer Ebene an drei 
unbeweglichen Punkten verschiebbar, und deren gegenseitige Durch- 
schnitte in unbewegUchen Linien der Ebene beweglich sind. — §§. 261» 
262. Bedingung der Beweglichkeit eines in einer Ebene begriffenen 
Vierecks mit constanten Seitenlängen und veränderlichen Winkeln, von 
dessen Seiten zwei einander gegenüberliegende zwei unbewegliche 
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Punkte enthtdteik -r i* 2fB. Bedingung des GMchgewicfats an dieiem 
Vierecke« Die Robeirarscfae Waage. — $$. 264. 265. Bedingimg der 
Beweglichkeit eines ebenen Sechsecks mit constanten Seitenlangen nnd 
veranderiidien Winkeln^ bei wekbem eine Seite nm die andere einen 
unbeweglichen Punkt enüialt — 6^. 266. 267. Bedingung derBeweg- 
lichkdt «nes ebenen Vierecks mit constanten Seitenlangen und ver- 
anderiidien Winkeln, bei weichem jede Seite an einem unbeweglichen 
Pniü^te yerschiebbar ist 
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Vom Gleiclig«wkdite an Ketten und an vollkommen biegsameo 

Faden. 

§• 268. Erklärung einer Kette und eines Fadens. — §. 269. Die 
Bedingungen des Gleichgewichts zwischen zwei Kräften^ welche auf 
den Anfimg und das Ende einer frei beweglichen Kette oder — $. 270. 
eines frei beweglichen Fadens wirken. — ^« 271. Die Bedingungen 
des Gleichgewichts, wenn die Kette oder — §. 272. der Faden, auf 
dessen Enden Kräfte wirken, über eine unbewegliche Flache gelegt 
ist. Grösse und Richtung der Spannung des Fadens. — $$. 273. 274. 
Besdmmong der Tom Faden auf die Flache ausgeübten Pressung. Be- 
dingungen die Richtung der Kräfte und die Seite, welche die Fläehe 
dem Faden zukehrt, betreffend. — §. 27&. Untersuchung der Fälle, 
wenn der Faden nur zum Theil über die Fläche gelegt ist, und — 

f. 276. wenn die Fläche beweglich ist. — 6$. 277. 278. Beispiele zu 
lesen Fällen. — §. 279. Das Gleidigewicht eines über eine Fläche 
gespannten Fadens dauert fort, wenn man die Fläche wegnhnmt und 
auf alle seine Punkte Kräfte wirken lässt, welche die Stelle der yon 
der Flädie auf den Faden ausgeübten Pressung ersetzen. 

§. 280. Die Bedingungen des Gleichgewichts &ne» frei bewegli- 
dien Fadens, webn auf alle seine Punkte ihrer Richtung und Grosse 
nach gegebene Kräfte wirken. Darstellung dieser Bedingungen durch 
zwei aui dem Prindp der Spannung entwickelte Integralgleichungen. 
— $. 281. Entwickelung denelben Gleichungen aus dem Prindp der 
Momente. Bestimmung der bei der Integration hinzukommenden S 
oder 5 Constanten, nachdem der Faden in einer Ebene oder im Räume 
nberiianpt ealbalten ist — 4. 282. Die Bedingungen des Glei<;hge- 
wichts, durch zwei Differentialgleichungen ausgedrückt. — §. 283. KnU 
wicke;lung noch anderer bemerkenswertber Relationen, welche beim 
Gldcfagewichte, statt finden. — $§. 284. 285. Die Bedingungen des 
Gldchgewichts, wenn der in allen sdnen Theilen der Wirkung yon 
Kräften unterworfene Faden auf einer unbeweglichen Fläche beweg- 
lich tat — §. 286. Wie in den yorherf^ehenden Formeln die Dichtig- 
kdt und die Dicke des Fadens zu berücksichtigen sind. 

Von der Kettenlinie. §. 287. Die Bedingungen des Gleich- 
gewichts, wenn die auf alle Punkte des Fadens wirkenden Kräfte 
parallele Richtungen haben. Gesetz der Spannung in diesem Falle. — 
$. 288. Begriff und einfachste Gleichung der Kettenlinie. — $. 289* 
Gleichung der Kettenlinie zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Pa- 
rameter nnd Directris einer KettenUnie. — 4. 290. Rectification und 
Quadratur der. Kettenlinie. — M. 29L 292. Zwd Gldchungen für 
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die Spannung der Kettenlinle. Folgernngen aus denselben* Elemen- 
tare Beweise dieser Gleichungen und damit der Gleichung tor die 
KettenÜnie selbst. — §• 3d3« Ein gleichförmig schwerer Faden yon 
gegebener Länge wird mit seinen Enden an zwei gegebenen onbe- 
weglicben Punkten befestigt. Die Elemente der Yon ihm gebildeten 
Kettenlinie zu bestimmen. — §. 294. Zusätze und Folgernngen. — 
§• 295. Ein gleichförmig schwerer mit seinen Enden befestigter Fa- 
den bildet aocli dann eine Kettenlinie , wenn er auf eine gegen den 
Horizont geneigte Ebene gelegt ist. 

Siebentes Kapitel. 

Analogie zwischen dem Gleichgewichte an einem Faden und 

der Bewegung eines Punktes. 

§. 206. Einleitung. — §• 297. Durch Construction wird gezeigt, 
wie aus dem Gleichgewichte an einem Faden auf die Bewegung eines 
Körpers in der Fadenlinie mit einer der Spannung des Fadens überall 
proportionalen Geschwindigkeit geschlossen werden kann. — $. 296. 
Beispiele. Bewegung in einer Kettenlinie. — §. 299. Umgekehrt kann 
yon der Bewegung eines Körpers auf das Gleichgewicht an einem 
Faden, dessen Gestalt der Bahn des Körpers und dessen Spannung 
der Geschwindigkeit des letztern proportional ist^ ein Schluss gemacht 
werden. Gleichgewicht an einem parabolisch gekrümmten Faden. — 
§. 300. Moditication des Ueberganges von der Bewegung zum Gleich« 
gewichte durch Anwendung eines Fadens, dessen Masse ungleichför- 
mig Tertheilt ist. Statische Darstellung der Planetenbewegungen. — 
§. 301. Die Yorigen S^Ttze leiden auch dann noch vollkommene An- 
wendung^ wenn die Beweglichkeit des Fadens und die des Körpers 
auf eine unbewegliche Fläche beschränkt sind. — §. 302. Analytische 
Darstellung des Zusammenhangs zwischen dem Gleichgewichte eines 
Fadens und der Bewegung eines Körpers. 

§. 303. Die Sätze der Dynamik, welche unter den Namen des Prin- 
cips der Flächen, des Princips der lebendigen Kräfte nnd des Prin- 
cips der kleinsten Wirkung bekannt sind, können ebenfalls auf das 
Fadengleicbgei^icht übergetragen werden. — §. 304. Uebertragnng 
des ersten dieser Principe. — §. 305. Uebertragung des zweiten und 
dritten. — §. 306. Letztere zwei gelten auch dann noch, wenn der 
Faden über eine Fläche gespannt ist. — §. 307. Erläuterung des 
dritten Princips an der Kettenlinie. Die Tiefe des Schwerpunkts einer 
Kettenlinie ist ein Maximum. Bestimmung der Coordinaten dieses 
Schwerpunkts. — §. 308. Eine Kettenlinie zn beschreiben^ welche 
durch zwei in einer Horizontalen liegende gegebene Punkte geht and 
eine andere gegebene Horizontale zur Directrix hat. — §. 309. Maxi- 
mum und Minimum^ welchen die zwei die yorige Au%abe lösenden 
Kettenlinien angehören. 

Achtes Kapitel. 
Vom Gleichgewichte an elastischen Fädeo. 

§. 310. Begriff der Elastidtat im Allgemeinen« Erklärung einer 
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elaitiaiben Linie, Flaohe, Körpen. — $. 311. Wie bei einem Sy- 
steme Y^B Punkten, yon denen je xwei elastiich mit einander verban- 
den sind, die dorch Rinwirkongen äusserer Kräfte entstellenden ela- 
stischen Kräfte and die Aenderang der gegenseitigen Lage der Punkte 
bestimmt werden können. — §• 313. Anwendung des Vorigen auf eine 
geradlini(^e Reibe yon Punkten. 

Gleichgewicht an einem elastisch dehnbaren Faden. 
§. 313. Die Bedingungsgleicbungen für dieses Gleichgewicht. — 9*31^* 
Gleichung der elastischen Kettenlinie. Um wie viel hierbei jeder Theil 
der Kette ausgedehnt wird. — §. 315. Ausdehnung eines frei herab- 
hängenden elastischen Fadens durch sein eigenes und ein an sein un- 
teres Knde befestigtes Gewicht. Von John Herschel vorgeschla- 
gene Methode, das Verhältniss zu bestimmen, nach welchem sich yon 
einem Orte der Erde zum andern die Schwerkraft ändert. 

Gleichgewicht an einem elastisch biegsamen Faden. 
§. 316. Eigenschaften des elastischen Winkels. — §. 317. Hiermit 
können die Bedingungen für's Gleichgewicht an einem elastisch bieg- 
samen Faden ohne Weiteres aus den Bedingungen, welche an einem 
yollkommen biegsamen Faden gelten, hergeleitet werden. — §. 318. 
Bemerkungen das Moment der Elasticität in irgend einem Punkte des 
Fadens betrttffcnd. Was zur Erhaltung des Gleichgewichts geschehen 
muss, wenn der Faden irgendwo unterbrochen wird. Begriif der Span- 
nung am elastischen Faden. — §. 319. Gleichung für das Gleichge- 
wicht an einem elastisch biegsamen Faden, wenn auf alle Punkte des- 
selben in einer Ebene enthaltene Kräfte wirken; yoransgesetzt wird, 
dass das Moment der Elasticität der Krümmung des Fadens propor- 
tional ist^ Bestimmung der 5 willküiirlichen Constanten bei der Inte- 
gration- der Gleichung. — §. 320. Gleichung des Gleichgewichts, wenn 
das erste and das letzte Element des Fadens in gegebenen Lagen in einer 
Ebene befestigt sind , sonst aber keine Kräfte auf den Faden wirken, 
oder Gleichung der elastischen Linie in einer Ebene. Axe der Linie. — 

?• 321. Andere Formen dieser Gleichung. Spannung der Linie. — 
• 322. Gleichung bei einer nur sehr geringen Abweichung der Linie 
yon der Axe. Elastische Kraft der -Linie ; Gesetz dieser Kraft. — 
§• 323» Die elastische, Linie kann auch die Gestalt eines Kreises ha- 
ben« Die Axe ist alsdann unendlich entfernt und die Spannung über- 
all nnU. — §. 324. Die Gleichungen für das Gleichgewicht eines ela- 
stisch biegsamen Fadens im Räume. — §. 325. Bestimmung der 9 
wülkohrlioini Coustanten bei der Integration dieser Gleichungen. Si- 
cberoog des Gleichgewichts, wenn der Faden irgendwo unterbrochen 
wird« Spannnng des Fadens. — §. 326. Die Gleichungen der elasti- 
schen Linie im Räume oder der Gestalt eines elastisch biegsamen Fa- 
dens, wenn auf ihn keine äussern Kräfte wirken, sondern bloss das 
erste and das letzte Element desselben irgend gegebene Lagen im Räume 
einnehmen. Merkwürdige Eigenschaften dieser Linie. — §. 327. Un- 
ter die yerschiedenen Arten der elastischen Linie im Räume gehört 
auch die cylindrische Spirallinie. 

§. 328. Wie den in §. 305. auf das Gleichgewicht an einem yoll- 
kommen biegsamen Faden übergetragenen Sätzen yon der lebendigen 
Kraft und der kleinsten Wirkung yerwandte Satze auch beim Gleich- 
gewichte an einem elastisch biegsamen Faden entsprechen. — *§. 329. 
Anwendung hieryon auf die elastische Linie. Ein merkwürdiger Satz 
Dan. BernouUi^s« Aasdehnung der yorigen üntersuchang aof den 






I- . 



Inhalt des swdten TbeUes. 



Fall, wenn dae Moment dar RIaiticitat in jedem Punkte des Fade 
einer beliebigen Function des Kr'dmmangshalbmesseTs daselbst propc 
tional ist. 

Gleichgewicht an einem elastisch drehbaren Fade 
$• 330. Begriff dieser Drehbarkeit. Bestimmang der Eiasticität ein 
von zwei Ebenen gebildeten Winkels. — §. 331. Die Bedingungsgh 
changen filr das Gleichgewicht an dem elastisch drehbaren Faden. 
§. 332. Bestimmung der 12 Constanten bei der Integration diei 
Gleichungen. — §. 333. Vereinfachung der einen Gleichung für d 
Fall» wenn nur am Anfang und Ende des Fadens Kräfte angebrac 
sind. In diesem Falle , und wenn die anfängliche Gestalt des Fade 
ein Kreis ist, kann seine nachherige Gestalt auch die einer cylind 
sehen Spirale seyn. 
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Gesetze des Gleichgewichts 

zwischen Kräften, * 

welche auf mehrere mit einander verbundene 

feste Körper, wirken. 
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Erstes Kapitel. 

IVom Gleiehgewichte bei zwei mit ein- 
ander verbundenen Körpern. 

§. 188. 

•Nachdem mt in dem Bisherigen die Gesetze des 

€leichgeincht8 zwischen Kräften^ die auf einen nnd 

denselben Korper wirken , erforscht haben, wollen wir 

gegenwärtig die Bedingungen zu bestimmen snohen, 

' xi^elche statt finden müssen^ wenn Kräfte, welche an 

> einem Systeme mit einander verbundener Körper an- 

I gebracht sind, uch das Gleichgewicht halten sollen. 

Zwei oder mehrere Körper nennen wir aber über« 
haopt mit einander verbunden, wenn die gegenseitige 
Lage der Körper gewissen, durch keine Kraft verletz* 
bariH, Be£ng9ngen unterworfen ist, so dass, wenn 
tlie Lage >eines oder etUoher Körper gegeben ist , die 
Lage der übrigen mehr oder weniger, oder auch ganz, 
bestimmt ist. Hierdurch geschieht es , dass, wenn von 
einem Systeme mit einander verbundener Körper der 
eise bewegt wifd, einer oder mehrere der übrigen Kör« 
per, wo nidit alle, gleichfalls ilure Lage zu 
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genötbigt sind, dass folglich die Kraft, welche die Be- 
wegung des 'einen Körpers hervorbringt, auch auf die 
übrigen Körper Einfluss übt, und dass daher, wenn 
ein solches System im Gleichgewichte seyn soll, bei je- 
dem einzelnen Körper des Systems die unmittelbar auf 
ihn wirkenden Kräfte mit den Einflüssen, welche er 
von den an den übrigen Körpern angebrachten Kräf- 
ten erfährt, das Gleichgewicht halten müssen. 

Die Ermittelung dieser Einflüsse ist demnach die 
Hauptaufgabe des nun folgenden zweiten Theils der 
Statik, indem mit Berücksichtigung derselben jede Auf- 
gabe über das Gleichgewicht eines Systems verbunde- 
ner Körper atif das im ersten Theile behandelte Gleich- | 
gewicht isolirter Körper reducirt werden kann. \ 

1 
§. 189. j 

Die Bedingungen, denen man die gegenseitige Lage 
der Körper unterworfen annehmen kann, sind entweder 
ganz i^illkührliche, oder solche, welche in der Natur 
der Körper selbst ihren Grund haben. Eine willkiihr- 
liche Bedingung wäre z. B. die, dass von drei Kör- 
pern, wie sie auch ihre gegenseitige Lage ändern, der 
Inhalt des Dreiecks, welches ihre Schwerpunkte bilden, 
von gleicher Grösse bleiben soll. Wenn nun auch selbst 
für dergleichen nur in der Idee existirende, aber nicht 
wohl physisch darstellbare Systeme die Gesetze des 
Gleichgewichts sich entwickeln lassen, so könnten diese 
Entwickelungen doch nur in rein mathematischer Qin- 
sicht von Interesse seyn, sonst aber nicht, wenigstens 
nicht unmittelbar, einen reellen Nutzen gewähren. Wir 
wollen daher gegenwärtig nur diejenigen Verbindun^^en 
der Körper berücksichtigen, welche in den allgemeinen 
physischen Eigenschaften derselben begründet sind. 
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Von diesen BigeDachaften, dereu man insgemein 
vier EU rechnen pflegt: Ausdehnuog, Theilbarkeit, Träg- 
heit und Cndnrchdringlichkeit, kann nun offenbar nur 
die letztere zugleich Ursache sejn , dass die auf den 
einen von zwei Körpern wirkenden Kräfte gleichzeitig 
auf den andern ihre Wirkung äussern, und dieses auch 
nur in dem Falle, wenn die Körper einander berühren, 
und wenn die den einen von ihnen angreifenden Kräfte 
ihn in den von dem andern eingenommenen Raum ein- 
zudringen nöthigen, ihn also nach der Seite zu trei- 
ben, wo ihn der andere berührt, nicht nach einer an- 
dern Richtung, indem sonst die Berührung und damit 
die Einwirkung aufgehoben würde. 

Von dieser der Natur gemässen Bedingung wollen 
wir aber zur Vereinfachung und Erleichterung unserer 
Untersuchungen insofern wteder abweichen, dass wir 
die BerOhning der Körper als unauflöslich betrachten, 
so dass, wenn von zwei durch Berührung mit einander 
verbundenen Körpern der eine festgehalten wird, dem 
andern nur diejenige Bewegung gestaltet ist, bei 
welcher er den erstem in eben so vielen Punkten, als 
anfanglich, zu berühren fortfahrt. Streitet nun diese 
Hypothese, in den meisten Fällen wenigstens, gegen 
die Natnr der Dinge, und ist nichts vorhanden^ welches 
zwjBi sich nur berührende Körper, sobald sie nach ent- 
gegengesetzten Seiten getrieben werden, sich zu tren- 
nen verhinderte, so wird es doch in jedem spociellen 
Falle leicht sejn, die Bedingungen zu finden, die we- 
gen der möglichen Trennun«; der Körper zu den übri- 
gen Bedingungen des Gleichgewichts noch hinzugefügt 
werden müssen. 

Auch giebt es in der That Systeme in der Natur, 
die mit unserer Hypothese mehr oder weniger in Ueber 
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einstimmung sind. Ganz besonders ist dieses mit einen 
biegsamen Faden der Fall. Denn einen solchen icani 
man sieh als ein System unendlich neler miendlid 
kleiner Korper vorstellen, von denen jeder mit zwi 
andern durch unzertrennbare Berührung verbunden ist 
und man erlangt dadurch den Yortheil, das Gleiohge 
mcht an einem biegsamen Faden nach denselben Princi 
piän y als wie das Gleichgewicht jedes andern System 
sich berührender Körper, untersuchen zu können. 

Diese durch keine Kräfte auflösliche Berühruni 
ist also die Art und Weise, auf welche wir die Köi 
per mit einander verbunden annehmen wollen, and wc 
durch es gescheheii soll, dass die an dem einen Köi 
per angebrachten Kräfte auf die andern Körper Eii 
fluss haben. Das Beiwort: unauflöslich, wird jedoch de 
Kürze willen in dem Folgifcnden weggelassen werdei 
da wir uns jede Berührung, dafem nicht das €legei 
theU erinnert wird, als eme solche zu ; denken haben. 



f. 190. 

Grundsätze. L Findet zwischen Kräftei 
welche auf mehrere mit einander verbunden 
Körper wirken, Gleichgewicht statt, so dauei 
dasselbe noch fort, wenn die gegenseitige Lag 
einiger oder aller dieser Körper unverände 
lieh gemacht wird. 

Unter den Bedingungen, welche zum Gleicbg 
wichte mit einander verbundener Körper nöthig sin 
müssen folglich alle diejenigen enthalten seyn, weld 
erfordert werden, wenn die gegenseitige Lage einigi 
oder alier dieser Körper unveränderlich angenommc 
wird. Insbesondere müsäen daher die sechs Bedingung 
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gleiehuDgen Dir das Gleichgewicht swisdien Kräften, 
welche an dneoi einxigen frei beweglichen Kfeper an- 
gfbnuAt sind (§. 66. ), auch beim Gleichgewichte zwi- 
•dien Krftfteii statt finden, wdMie auf mehrere mit 
MMuder varbandeae an sich frei bewegüdie Körper 
wirken. 

II. Das Gleichgewicht bei mehrern mit 
einander verbnndenenKörpern wird nicht anf- 
gehoben, wenn einer oder etliche derselben 
anbeweglieh gemacht werden. 

Die Bediognngen, welche zum Gleichgewichte eU 
nee inm Thdl ans unbeweglioben Körpern bestehenden 
Systeme nöthig sind, müssen daher auch dann in Er» 
fifllong gehen, wemi man die unbeweglichen beweglich 
werden Iftsst 

ni« Sind von mehrern mit einander Ter- 
baiideaea Körpern einer oder etliche unbe- 
weglich, and herrseht zwischen Kräften, wel- 
che anf die bewegliehen wirken, Gleichge- 
wicht, seist ee immer möglich, an den unbeweg- 
lichen Kräfte anzubringen, dergestalt, dass, 
wenn die nnbewegliclien gleichfalls beweglieh 
angenommen werden, das Gleichgewicht nicht 
unterbrochen wird. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht eines Sy- 
stems, in welchem bewegliche Körper mit nnbewegli« 
ohen vef bnnden sind , müss^i * daher so beschaffen seyn, 
dass, wenn man die unbeweglichen beweglich werden 
läset, es möglich ist^ an den unbeweglichen Kräfte ao- 
zubringeo, welche mit den Kräften an den bewegliohen 
das Gleichgewicht halten. 

Noch ist zu bemerken, dass die in §. 4. in Bezug 
auf einen einsgea Körper aufgestellten Grundsätze III. 
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nnd IV. anoh auf jedes System von Körpem Anwen- 
doDg leiden, und dass der Grundsatz YIII. in §. 14. 
auch dann noeh gilt, wenn die zwei Punkte, aufweiche 
Kräfte wirken , zwei verschiedenen K(Hrpeni angehören, 
die dergestalt mit einander verbunden sind, dass die 
gegenseitige Entfernung der zwei Punkte unveränder- 
lich ist. 

§. 191. 

Mit Hülfe dieser Grundsätze wollen wir nun zuvör- 
derst das Gleichgewicht an einem Sjrsteme von nur 
zwei sich berührenden frei beweglichen Körpern in Un- 
tersuchung ziehen. Der eine von ihnen sey, um von 
dem einfachsten Falle auszugehen, unendlich klein oder 
ein physischer Punkt ^; den andern, in dessen Ober- 
fläche dieser Punkt nach allen Richtungen beweglich 
ist, wollen wir uns Anfangs kugelförmig denken« Wir- 
ken nun auf Jt und der Kugel Mittelpunkt C zwei 
Kräfte P und /{, und sind diese einander gleich, und 
ihre Richtungen einander direct entgegengesetzt, also 
normal auf der Oberfläche, so halten sie sich das 
Gleichgewicht, weil die gegenseitige Entfernung ihrer 
Angriffspunkte A und C unveränderlich ist (-§• l^.Yin. 
u. vor. §.). 

Da jede Kraft, ihrer Wirkung unbeschadet, auf 
jeden Punkt ihrer Richtung, der mit ihrem anfäpglichen, 
Angriffspunkte fest verbunden ist, verlegt werden kann, 
so wird das Gleichgewicht noch fortbestehen,' weun 
wir die auf C wirkende Kraft II in einem beliebigen 
andern Punkte des durch A zu legenden Kugeldurcb- 
messers anbringen. Auch können wir statt derselben 
zwei oder mehrere andere, auf beliebige Punkte der 
Kugel wirkende Kräfte setzen, wenn nur «von letztem 
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Kräften die entere die Resultaate ist. Endlich werden 
w^ ohne das Gleichgewicht anfenbeben, dem mit ei- 
iito Kngelfiäche begränzten Körper jede beliebige an«- 
dere Form geben können, wenn nur das Flächenele- 
ment, in welchem sich der bewegliche Punkt A befin- 
det, seine Lage, in welcher es ^(on der auf A wirken- 
den Kraft P normal getroflfen wird, beibehält; denn 
nur von der Lage dieses Elements der Fläche, und 
keines andern, kann das in Rede stehende Gleichge- 
wicht-abhängig seyn. 

Zwischen mehrem an einem frei beweglichen Kör- 
per angebrachten Kräften und einer Kraft, welche auf 
einen in der Oberfläche des Körpers beweglichen Punkt 
A wirkt, herrscht demnach Gleichgewicht, wenn er- 
stere Kräfte eine der letztern gleiche und direct ent- 
gegengesetzte Resultante haben , ' und wenn die Rich- 
tung der auf A wirkenden Kraft, folglich auch die 
Resultante der übrigen, die Oberfläche in A normal 
trifft. 

Diese zwei Bedingungen sind aber zum Gleichge- 
wichte nicht allein hinreichend, sondern auch uothwen- 
dig. Denn sind die Kräfte im Gleichgewichte, so wird 
dieses auch noch bestehen, wenn man den Punkt in 
der Fläche unbeweglich und somit als einen mit den An- 
griffspunkten der übrigen Kräfte in fester Verbindung 
stehenden Punkt nimmt (vor. §• I.). Alsdann aber 
muss, wie bei einem, einzigen festen Körper, die auf 
den Punkt wirkende Kraft den übrigen das Gleichge- 
wicht halten und folglich, in entgegengesetzter Rich- 
tung genommen, die Resultante der übrigen seyn. 

Um die Nothwendigkeit der zweiten Bedingung zu 
beweisen, setze man, die Linie, in welche die Rich- 
tungen der Kraft P am Punkte A und der Resultante R 
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d«r übrigen fallen, sej nidit aof der Fläehe nennal, 
eondera beliebig gegen dieselbe geneigt. • Dmi Punkt 
dieser Linie y in weldiem sie diePläebe sehneidet , ako 
den PnnlEt der Fläohe, über welohem sieh A befindet, 
nehme man zum AngriffspunlLte Ton R^ und zerlege 
hierauf R nach emer auf der Fläche normalen und 
einer die Flache berührenden Richtung in die Kräfte 
R^ und R^. Nach denselben fUchtungjBU zerleoa man 
auch P in P^ und Pr^^ Wie leicht ersichtlieh, erhält 
man hierdurch zwei Paare einander gleicher und 4irect 
entgegmigesetzter Kräfte Pi und iK,, P^vlvA R^. Yen 
diesen sind nun P^ und R^ normal auf der Fläehe 
und daher im Gleichgewichte. Sollten mithin P und 
R sich das Gleichgewicht halten, so müssten es auch 
P^ und R^. Dieses ist aber nicht möglich, da d^ in 
der Fläche bewegliche Punkt A und der Punkt der 
Fläche selbst, über welchem ersterer liegt, den tan- 
gentiellen entgegengesetzten Richtungen, nach denen 
sie von P^ und Rr^ getrieben werden, gleichzeitig 'zn 
folgen , durch nichts gehindert werden ; folglich o. s. w. 

#. 192. 

Znsätze. o. Wenn zwischen den Kräften, welche 
auf den frei beweglichen Körper und den in seiner 
Oberfläche beweglichen Punkt wirken, Gleichgewicht 
herrscht, so wird dieses nicht unterbrochen, wenn wir 
den Körper unbeweglich werden lassen. Alsdann aber 
sind die an ihm angebrachten Kräfte von keiner Wir- 
kung mehr, und wir erkennen daraus, dass, wenn auf 
einen in einer nnbewegliohen Fläche beweglichen Punkt 
eine die Fläche normal .treffende Kraft wirkt, keine 
Bewegung erfolgen kann. Und umgekehrt: Bleibt ein 
auf einer unbewe^lidien Fläche beweglidier und der 
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Wirkvng einer Kraft ausgesetzter Punkt in Ruhe, so 
ist ' die Koiitnng der Kraft auf der Fliehe normal. 
Denn lässt man die Fläohe beweglioh werden, so kann 
man das dadoreh yerloren gehende Gleieh^wieht doreh 
Kr&fte, welche man an der Fläche anbringt i wieder 
herstellen. (§.190. IIL). Dieses nene Gleiohgewioht ist 
aber naoh yor, §• nur dann möglich, wenn die auf den 
Punkt wirkende Kraft die Fläche normal trifft. 

i. Wird umgekehrt, statt des Körpers, der Punkt 
unbeweglich gesetzt, und somit die Beweglichkeit des 
Körpers dergestalt beschränkt, dass seine Oberfläche 
einem unbeweglichen Punkte jt zu begegnen genöthigt 
ist, so ergiebt sich auf ganz ähnliche Weise, wie im 
vorigen Falle, die zum Gleichgewichte der auf den 
Körper wirkenden Kräfte hinreichende und nothwendige 
Bedingung, dass die Kräfte eine durch den Punkt ji 
gehende und die Oberfläche daselbst normal treffende 
Resultante haben. 

€• Sind in der Oberfläche eines beweglichen Kör- 
pers zwei oder mehrere bewegliche Punkte Jty iV, • • ., 
und wirken auf jeden der Punkte eine- Kraft, PaxdAp 
Q auf Bj etc. und auf den Körper mehrere Kräfte, 
oder nur eine, oder auch gar keine Kraft, so wird 
zum Gleichgewichte erfordert, dass sämmtliche Kräfte 
sich eben so, als wären ihre Angriffspunkte fest mit 
mnander verbunden, das Gleichgewicht halten, und 
dasa die Richtungen der auf die beweglichen Punkte 
wirkenden Kräfte die Oberfläche normal treffen« 

Die Nothwen£gkeit der ersten Bedingung leuchtet 
aogleidi ein, wenn man fie Punkte jf, iV,... mit der 
OberflSüdhe sich fest veremigen lässt ; die Nothwendig- 
keit der xwöten erhellet ans a. , wenn man die Punkte 
in der Oberfläche beweglich, den Körper selbst aber 
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unbewef^licb mnnioimt (§. 190, II.). Dia zwei Bedin- 
^ gnngen sind aber aaeh die eiozigcn , welche zum 
Gleiobgewiobte erfordert werden. Deon sind die auf 
den Körper wirkenden Kräfte mit den Kräften P^ 
0... an den beweglichen Punkten eben so im Gleioh- 
gewichte, als wenn die Punkte an der Oberfläche fest 
wären, so müssen sich fiir erstere Kräfte den letztern 
gleiche, direot entgegengesetzte und auf Punkte des 
Körpers selbst wirkende Kräfte — JP, — $,••• sub- 
Btitniren lassen. Da nun der zweiten Bedingung zu- 
folge P^ Qy* auf der Oberfläche normal sind, so 
herrscht nach §. 191. zwischen P und — P besonders, 
zwischen Q, und — Q besonders etc., mithin zwischen 
sämmtlichen Kräften Gleichgewicht. 

i/. Werden die Punkte Jl, jff, .«. nnbe weglich an- 
genommen, wird aber der Körper beweglich gelassen 
und mitbin der Bedingung unterworfen , dass seine Flä- 
el^e zwei oder mehreren unbeweglichen Punkten begeg- 
net, so ist iie einzige zum Gleichgewichte der auf den 
Körper wirkenden Kräfte nöthige Bedingung, dass es 
möglich seyn muss, diese Kräfte in andere zu verwan- 
deln, deren Richtungen die unbeweglichen Punkte tref- 
fen und daselbst auf der Oberfläche normal sind. 

Diese Bedingung ist hinreichend, weil nach 6, keine 
der durch die Verwandlung erhaltenen normalen Kräfte 
Bewegung herrorbringen kann. Sie ist aber auch nö- 
thig, weil, wenn man die Punkte wieder beweglich wer- 
den lässt, die Kräfte, welche nach §. 190. III. zur Er- 
haltung des Gleichgewichts an den Punkten angebracht 
werden können, nach c. auf der Fläche normal seyn 
und, in entgegengesetzter Richtung genommen, mit 
den Kräften am Körper gleiche Wirkung haben müs- 
sen. 
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e. Ist die Oberfläche des Körpers od einem oder 
mehrem anbe weglichen Punkten verschiebbar, nnd sind 
in derselben Fläche ein oder mehrere bewegliche Ponkte, 
so ist es zum Gleichgewichte zwischen Kräften, welche 
an diesen beweglichen Punkten nnd an Punkten des 
Körpers selbst angebracht sind, nöthig und hinreichend, 
dass die Kräfte an den beweglichen Punkten die Fläche 
normal treffen, und dass diese Kräfte in Verbindung 
mit den auf den Körper unmittelbar wirkenden Kräften 
sich in andere verwandeln lassen, welche die Fläche 
in den unbeweglichen Punkten normal treffen. 

Den Beweis hiervon übergehe ich, da er denen 
fiir die vorigen Fälle c. und d. ganz ähnlich ist. Ich , 
kann aber nicht umhin, auf geometrische Folgerungen 
eigener Art aufmerksam zu machen, die sich aus die- 
sem Satze ziehen lassen. 

Sey die Oberfläche eines beweglichen Körpers 
durch einen unbeweglichen Punkt A zu gehen genö- 
ihigt, nnd in ihr ein beweglicher Punkt jff, auf wel- 
chen dne Kraft nach parallel bleibender Richtung 
wirke; am Körper selbst aber sey keine Kraft ange- 
bracht« Nach letzterem Satze wird nun beim Gleich- 
gewichte der Körper und der in seiner Fläche beweg- 
liche Punkt B eine solche Lage einnehmen, dass die 
Richtung der Kraft auch dnrch A geht und in. ^ so- 
wohl, als in B^ die Fläche normal trifft. In eine sol- 
che Lage aber werden der Körper und der Punkt B 
geuiss kommen, indem sonst die sioh parallel bleibende 
Kraft ein Perpetuum mobile um den unbeweglichen 
Punkt A erzeugen würde, welches nicht möglich ist. 
Diess führt zu dem Schlüsse: 

In einer jeden in sich zurückkehrenden stetig ge- 
krümmten Fläche giebt es wenigstens Ein Paar 
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von Pankteii) welches die Eigensehaft besitzt, 
dass eine dnrcb sie gelegte Gerade die Flädie in 
beiden Punkten nermal trifiFt 
Beim Ellipsoid s. B. hat man drei solcher Paare von 
Punkten. Die sie rerbindenden Linien sind die drei 
Hauptaxen; ansser ihnen giebt es keine andere die 
Fl&che des Ellipsoids iweimal rechtwinklig schneidMide 
Gerade« 

Geht die Flache eines Körpers dnrch swei unbe- 
wegliche Punkte A und By und wirkt anf einen in 
ihr beweglichen PimlEt C eine Kraft nach einer sidi 
parallel bleibenden und folglich mit AB stets dens^- 
ben Winkel machenden Richtung, so ist diese Rieh* 
tung, wenn der Körper in die Lage des Gleidigewidits 
gekommen, in C anf seiner Flädie normal , liegt mit 
den dnrch A und B zu ziehenden Normalen m emer 
Ebene vnd trifft diese Normalen in einem und demsel- 
bte Punkte. Da nun der Körper in die Gleichgewichts* 
lege gewiss kommen irirf, so folgern wir: 

In einer in sieh ateriicklaufenden stetig gekröoM»- 
ten Fläeiie ist es immer möglidb, drm Punkte 
dergestalt zu bestimmen, dass die dnrch sie zu 
ziehenden Normalen in einer Ebene liegen und 
sich in einem Punkte schneiden, dasi^ der gegen- 
seitige Abstand zweier der drei Punkte Ton ge- 
gebener, die grosste Sehne der Flädie nicht über- 
sehreitender, Grösse ist, und dass mit dieser Ab- 
standslinie die Normale durch den dritten Punkt 
einen gegebenen Winkel macht. 
Dnrch Annahme noch mehrerer unbeweglicher 
Punkte lassen sich noch einige andere Sätze dietor 
Art finden. Es wäre aber überflüssig, dieselben her- 
zusetzen, da sie Jeder nach der dnrch die mitgetheil- 
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4 

uäbewegliche Punkte zu gehen genöthigt| so können 
für ^)>S die auf den Körper wirkenden Kräfte immer 
in n andere die Fläche in den n Punkten normal tref- 
fende Kräfte verwandelt werden, deren Intensitäten für 
Ms= 6 bestimmte Werthe erbalten, fär i»>>6 aber zum 
Tbeil unbestimmt bleiben. Es herrscht folglich hier 
immer Gleichgewicht , welches auch die auf den Kör- 
per wirkenden Kräfte seyn mögen; oder mit andern 
Worten : 

JSim JKörpeTj dessen Oberfläche durch sechs oder 
mehrere unbewegliche Punkte xu g^hen genöthigt tst^ 
ist ebenfalls unbeweglich. 

Ist die .Z^hl I». der unbeweglichen Punkte, und 
mithin der normalen Kräfte, kleiner als 6, so müssen 
6-— :i» Bedingungen zvisohen dei| Richtungen dieser 
Kräfte und. den Richtungen und Intensitäten der am 
Körper angebrachten Kräfte erfüllt werden, wenn letz- 
tere Kräfte auf erstere sollen reducirt werden können. 
In .diesem. Falle findet also nicht immer Gleichgewicht 
statt, d. h.: 

. Die Beweglichkeit eines Körpers ist nie völlig 
aufgehoben^ wenn seine Oberfläche durch weniger 
als sechs unbewegliche Punkte xu gehen genöthigt 

Werden die 6 — n Bedingungen erfüllt^ und herrscht 
mithin Gleichgewicht, so. erhalten ,die. normalen Kräfte 
bestimmte Werthe». 

. Diese allgemeinen Sätze sind indessen mehreren 
Ausnahmen unterworfen* Denn querst kann in gewis- 
sen Fällen auch bei 6 und noch mehreren unbewegli- 
chen Punkten Beweglichkeit statt finden.« Ist die Fläche 
eine Ebene, oder die Fläche einer Kugel, oder allge- 
meiner eine Revolutionsfläche ^ oder ist sie eine Sohrau- 



I 
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benfläohe, so kann die Anzahl der nnbe weglichen Punkte 
jede beliebige sejn, ohne dass die Beweglichkeit der 
Fläche aufgehoben wird ^ denn jede dieser Flächen ist 
in sich selbst verschiebbar. Analjüsch giebt sich diese 
Beweglichkeit dadurch zu erkennen , dass die in belie- 
biger Zahl genommenen normalen Kräfte aus den vor- 
hin gedachten sechs Gleichungen sich sämmtlich elimi- 
niren lassen, und dadurch von diesen Kräften unabhän- 
gige Gleichungen hervorgehen, welche die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen den ursprünglich auf den 
Körper wirkenden Kräften angeben. 

Sodann kann es geschehen, dass auch bei 6 oder we» 
niger unbeweglichen Punkten einige oder alle der auf 
sie gerichteten normalen Kräfte ihren Intensitäten nach 
unbestimmt bleiben. Dieser Fall tritt dann ein, wenn 
von den 6, 5, 4,.. normalen Richtungen einige oder 
alle eine solche Lage haben, dass sich Kräfte ange- 
ben lassen, welche, nach ihnen wirkend, im Gleichge- 
wichte sind. Denn liegen z. B. bei drei Punkten 
die zugehörigen Normalen a, /^, y in einer ßbene 
and schneiden sich in einem Punkte, und hat man 
die gegebenen Ejräfte auf drei nach a, /?, y, wir- 
kende Py Qy JR reduciren können, so sind mit ihnen 
die xgleiohfalls nach a, /?, y gerichteten P + Srnft^Yj 
^ + S siny^aj M + S sia a^'ß gleichwirkend, welches 
auch die Intensität von S seyn mag, indem die drei 
mit jSi proportionalen Kräfte sich besonders das Gleich- 
gewicht halten. 



§. 194. 
Auf die vorhergehenden Betrachtungen über das 
Gleichgewicht an einem Körper und mehrern mit ihm 
verbundenen, theils beweglichen, thrils unbeweglidien 

H. 2 
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Punkten lassen sieh die non folgenden UntersuchungeD, 
welche dad Gleichgewicht an zwei oder mehrern mit 
einander verbundenen Körpern zum Gegenstande ha^ 
ben, immer zurückfuhren. Denn um dies gleich an 
dem einfachsten Falle zu zeigen 9 wenn das System 
nur aus zwei sich mit ihren Flächen in einem Punkte 
berührenden frei bewegliehen Körpern u und a' he« 
steht, so kann diese Flächenberührung offenbar auch 
dadurch ausgedrückt werden, dass es einen Punkt A 
geben soU, welcher in den Flächen beider Körper zu« 
gleich beweglich ist, einen Punkt also, der, wenn wir 
uns ihn als ein nach allen Dimensionen unendlich klei- 
nes Körperchen denken, die Körper a und a' an der 
Stelle, an welcher sie ohne ihn zusammentreffen wür- 
den, um ein unendlich Geringes von einander getrennt 
erhält. 

Seyen nun die auf die zwei Körper wirkenden 
Kräfte im Gleichgewicht, und lassen wir zuerst den 
Zwischenpunkt Ay wie wir ihn nennen können, un* 
beweglich im Räume. werden. Da hierdurch das Gleich- 
gewicht nicht aufgehejben wird, und da die Körper nicht 
unmittelbar an einander, (Sondern an den unbeweglichen 
Punkte stossenund daher ausser aller Verbindung mit 
einander sind, so müssen (§. 192» ^•) die auf^ a wir* 
kenden Kräfte sowohl, als die an ä angebrachten, eine 
in die gemeinschaftliche Normale der Flächen beider 
Körper fallende Resultante haben. Beide Re8ult4.nten 
aber müssen überdies einander gleich und entgegen- 
gesetzt seyn, damit, wenn A wieder beweglich wird, 
statt dessen aber die gegenseitige Lage der Körper 
unveränderlich angenommen wird, die au ihnen, als an 
einem einzigen festen Körper, angebrachten Kräfte 
sich das Gleichgewicht halten. 
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Diese BediDgungen sind aber nioht allein nothwen- 
dig, sondern auch hinreichend. Denn haben die auf a 
wirkenden Kräfte eine in die Normale bei ^fallende 
Resultante Pj die auf a' wirkenden eine der P gleiche 
und direct entgegengesetzte Resultante P% und bringt 
man hierauf am Zwischenpunkte u4 selbst zwei diesen 
Resultanten gleiche und entgegengesetzte Kräfte -^ P 
und — /^ an, so halten diese letztern einander das 
Gleichgewicht und können daher den Zustand des Sy- 
stems nioht ändern. Da aber Jetzt nach §. 191. P und 
— JP für sich und eben so P' und — P^ besonders im 
Gleichgewichte sind, so ist auch das ganze System im 
Gleichgewichte« 

§. 195. 

Zwei einander gleiche und entgegengesetzte Kräfte^ 
welche an zwei sich berührenden Körpern, die eine an 
dem einen > die andere an dem andern Körper, im Be-^ 
rührungspunkte angebracht sind, und deren Richtungen 
in die gemeinschaftliche Normale daselbst fallen, wol- 
len wir Gegenkräfte nennen. Zwei solcher Kräfte 
halten daher einander stets das Gleichgewicht, und wir 
könn^ mit ihnen die vorhin erhaltenen Bedingungen 
für das Glttdigewicht zweier sich in einem Punkte be- 
rührenden Körper auch folgendergestalt ausdrücken: 

Es moss möglich s^yn, im Berührungspunkte zwei 

* 

Gegenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass 
an jedem Körper besonders zwischen den ursprünglidi 
auf ihn wirkenden Kräften und der hinzugefügten Ge» 
f^enkrafifc Gleichgewidit statt findet 

§.196. 
. Anf (pma.tiudMiaArt lässt sich audi der allge- 
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meinere Fall behandeln, wenn zwei Körper a und a' 
Bich in zwei oder mebrem Punkten A^ By C^..* be- 
rühren, und wenn zwischen den auf sie wirkenden Kräf- 
ten Gleichgewicht statt finden soll. — Man setze zu- 
erst bei jeder Berührung einen Zwischenpunkt hinzu 
und lasse diese Punkte im Räume unbeweglich werden» 
War nun anfangs Gleichgewicht vorhanden, so kann 
dieses hierdurch nicht verloren gehen; vielmehr muss 
jetzt an jedem der beiden Körper einzeln Gleichgewicht 
herrschen. Mithin (§• 192* d.) müssen die auf a wir- 
kenden Ejräfte in andere P^ Q^ R^... und die auf a! 
wirkenden in andere P', 0,'^ /T,..* verwandelt werden 
können, deren Richtungen in die Normalen* a, /?, /,*•• 
der Berührungspunkte A, B^ C,... fallen; PvLXxiiP' in 
die Normale a; Q und Q* in die Normale /?; u. s« w. 
Es müssen femer, wenn wir die Unbeweglichkeit der 
Zwischenpunkte wieder aufheben, dagegen aber die 
gegenseitige Lage von a und u' unveränderlich anneh. 
men, die ursprünglichen Kräfte, also auch diejenigen, 
aufweiche sie reducirt worden, d.i. die nach a, /^, y,.*. 
gerichteten Kräfte P+/^, Q + ^, .ß + iZ', etc., als 
auf einen einzigen beweglichen Körper wirkend, im 
Gleichgewichte mit einander sejrn. 

Bei Verwandlung der auf a ursprünglich wirkenden 
Kräfte in andere P^ Q^ M^.,. nach den Richtungen 
a, ßy >',.••> erhalten nun P, Qy Rj... entweder nur auf 
eine Art bestimmbare Werthe, oder nicht. Ist Erste- 
res der Fall, so sind P+ P' == 0, ß + Ö' = 0, etc., 
A^ h. je zwei nach derselben Normale a, oder ß etc. 
wirkende Kräfte sind "fiir sich im Gleichgewichte, indem 
sonst, weil P, Q,... P'y Q'y* zusammen im Gleich- 
gewichte, also jP, Öj»»- init — jP, — ÖV-* gleichwir- 
kead seyn sollen, es . gegeil ^ die Aaiialime auf zweierlei 
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Weise möglich träre, die ursprüngliohen Kräfte an a 
in andere nach einerlei Richtungen a, ßy yy* zu yer- 
wandehi, nämlich das einemal in die Kräfte P, Q,y**> und 
das anderemal in die davon verschiedenen Kräfte —>/'^, 
— Q^,*... Können dagegen eine oder etliche, z. B. 
zwei, von den Kräften P, Qy*j folglich auch eben 
80 viele der mit ihnen nach denselben Richtungen gleich- 
wirkenden — P^y — ö'>*.. nach Willkühr bestimmt wer- 
den, und nimmt man hierauf P, Q nach Belieben und 
setzt —/»'=/» —(g=Qy also P + /»' = 0, Q + (t 
=:0, SO müssen aus demselben Grunde, wie vorbin, 
wo alle Kräfte bestimmte Werthe hatten, auch — R' 
=5 Ry etc. folglich R + R^ = 0y etc. sejn. 

Als nothwendige Bedingung für das Gleichgewicht 
zwischen Kräften, die auf zwei sich in mehrern Punk» 
ten berührende Körper wirken, lässt sich daher jeden- 
falls folgende aufstellen : Es muss möglich sejn, an je- 
dem Berührungspunkte zwei Gegenkräfte (vor. §.) (-— P 
und — /^ an -^, —Q und — ö' an Ry etc.) von sol- 
eher Intensität anzubriägen, dass an jedem der beiden 
Körper besonders zwischen den ursprünglichen und den 
jetzt an ihn hinzugefugten Kräften Gleichgewicht be- 
steht. 

Aber auch umgekehrt: Ist nach Hinzufügung von 
Gegenkräften jeder der beiden Körper für sich im 
Gleichgewichte, so müssen sie, durch Berührungen mit 
einander verbunden , auch ohne Gegenkräfte im Gleich- 
gewichte sejTu. Denn das Gleichgewicht der mit einan- 
der verbundenen Körper, welches nach Hinzufügung 
der Gegenkräfte, wegen des dadurch bewirkten Gleich- 
gewichts jedes einzelnen, statt finden muss, kann, wenn 
man die Gegenkräfte paarweise nach und nach wieder 
entfernt, nicht verloren gehen, da je zwei zusammen- 
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gehörige derselben für sich im Gleiohgewichte sind 
(f 195.). 

Zusatz. Man sieht leicht, wie die in §. 193. ge- 
machten Bemerkungen auch hier ihre Anwendung finden. 
Berühren sich nämlich zwei Körper in 6 oder weniger 
Punkten, so haben die Intensitäten der Gegenkräfte im 
Allgemeinen bestimmte Werthe; unbestimmt bleiben 
sie bei 7, 8,.*. Berührungen. Ferner sind die Körper 
bei 5, 4,... Berührungen stets an einander rerschieb- 
bar, im Allgemeinen aber nicht mehr, wenn sie sich 
in 6 oder mehreren Punkten berühren, so dass, mit 
Ausnahme gewisser einfacher Formen der Oberflächen, 
bei 6, 7, ••• Berührungen zum Gleichgewichte nur erfor- 
dert* wird, dass sich die Kräfte an beiden Körpern 
eben so, als wären sie nur an einem einzigen ange- 
bracht, das Gleichgewicht halten. Endlich können auch 
bei 6, 5, ... Berührungen die Gegenkräfte unbestimmt 
bleiben, und zwar dann, wenn die Normalen, nach de- 
nen sie gerichtet sind, eine solche Lage gegen einan- 
der haben, dass sich Kräfte angeben lassen, welche, 
nach diesen Normalen wirkend, sich das Gleichgewicht 
halten. 

§. 197. 

Wir haben bisher einen jeden der beiden sich in 
einem oder mehreren Punkten berührenden Körper als 
frei beweglich angenommen. Sey jetzt der eine von 
ihnen unbeweglich, und es erhellet ohne Weiteres, dass, 
nachdem die auf den beweglichen Körper* wirkenden 
Kräfte Bewegung zu wzeugen im Stande sind, oder 
nicht, weder im erstem Falle die Bewegung gehemmt, 
noch die im letztem herrschende Ruhe gestört wird, 
wenn wir, wie im Torigen, an den Berührungsstellen 
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Zvisohenpunkte einschieben^ und diese mit dem unbe- 
weglichen Körper fest verbunden annehmen. Die Be- 
dingungen des Gleichgewichts im Torliegenden Falle 
müssen daher ganz identisch seyn mit denen (§• 192. 
d.)j welche statt fanden, wenn die Fläche des Kör* 
pers durch unbewegliche Punkte zu gehen genötbigt 
war. 

Berührt demnach ein beweglicher Körper einen 
unbeweglichen in einem oder mehrern Punkten, so sind 
die auf erstem wirkenden Kräfte nipr dann, und dann 
immer, im GleiiAgewiohte, wenn es möglich ist, sie in 
andere zu Terwandeln, welche die Oberfläche des Kör- 
pers in den Berührungspunkten normal trefl^en. — Bei 
sechs und mehrem Berührongen ist diese Verwandlung 
im Allgemeinen immer ausfiihrbar, und daher ein mit 
einem unbeweglichen in 6, 7,... Puokten durch Berüh- 
rung verbundener Korper ebenfalls unbeweglich. 



§. 198. 

Ausser der bisher betrachteten Flächenberührung 
giebt es noch einige andere Arten, nach denen zwei 
Körper in einem oder mehrern Punkten einander be- 
gegnen können. Denn ist jeder der beiden Körper 
nicht von einer einzigen sich stetig fortziehenden Fläche 
begränzt, sondern ist er es von mehrern, und hat 
er somit Kanten und Ecken, so kann eine Begeg- 
nung der beiden Körper in einem Punkte auch darin 
bestehen, dass eine Ecke oder Kante des einen Kör- 
pers an eine Ecke, Kante oder Fläche des andern trifft. 

Ohne zu den ersten Principien wieder zurüokzu» 
kehren, können wir die Bedingmigeä des Gleichge- 
wichts, die bei solchen Arten der Begegnung zweier 



24 Zweiter Th^. Ente» Kapitel. 

Körper nöthig und hinreichend sind, auch unmittelbar 
aus den so eben bei der Flächenberührung gefunde- 
nen Bedingungen herleiten. Sind nämlich zwei beweg- 
liche Körper auf beliebige. Weise mit ihren Ecken, 
Kanten und Flächen rerbunden, und herrscht zwischen 
den auf die Körper wirkenden Kräften Gleichgewicht, 
so wird dieses nicht unterbrochen werden, wenn wir 
die zusammentreffenden Ecken und Kanten um ein un- 
endlich Weniges abstumpfen, oder, was dasselbe ist, 
wenn wir auf den Ecken unendlich kleine Kugeln und 
längs der Kanten cylinderförmige Körper von unend- 
lich kleinem Durchmesser befestigen. Findet aber kein 
Gleichgewicht statt, so wird dasselbe durch Hinzufü- 
gung der Kügelchen und sehr dünnen Cylinder auch 
nicht hervorgebracht werden. 

Durch diese hinzugesetzten Kügelchen und Cyliu- 
der wird aber das Zusammentreffen der Körper mit 
Ecken und Kanten auf die Flächenberübrung zurück- 
geführt, und es wird nun auch hier die allgemeine Be- 
dingung des Gleichgewichts in §• 196. anwendbar, wo- 
nach es möglich sejn muss, in den Berührungspunkten 
Gegenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass 
an jedem der beiden Körper besonders Gleichgewicht 
entsteht. Nur haben wir in Betreff der Richtungen die- 
ser Gegenkräfte wegen der zum Theil unendlich klei- 
nen Dimensionen der bei der Berührung hinzugefügten 
Körper Einiges zu berücksichtigen. 

1) Trifft eine Kante oder Ecke des einen Körpers 
a mit einer Fläche des andern a in einem Punkte zu- 
sammen, und wird hierauf längs der Kante eine unend- 
lich dünner Cjlinderj an die Ecke aber eine unendlich 
kleine Kugel gesetzt, so ist bei der dadurch bewirk- 
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ten Fläohenberühnmg die gemeiii8obafi(liohe NormalOy 
oder die Linie , in welcher die Gegenkräfte wirken 
müssen, als Normale der Fläche des Körpers a' im 
Berührungspunkte , ToUkommen bestimmt. Dasselbe 
gilt auch, wenn 

2) eine Kante des einen Körpers einer Kante des 
andern unter einem beliebigen Winkel begegnet. Denn 
zieht man durch den Punkt der Begegnung eine auf 
beiden Kanten zugleich normal stehende Gerade, so 
ist es diese .Gerade, und keine andere, welche auch 
in dem Berührungspunkte der Cylinder? womit die Kan- 
ten Tersehen werden, auf den Cylindem normal steht 
Trifft aber 

3) eine Ecke des einen Körpers auf eine Kante 
des andern, so ist die Richtung der Gegenkräfte nicht 
vollkommen bestimmt. Denn heisst A der Punkt, in 
welchem die Ecke der Kante begegnet, so kann die 
Berührung der an die Ecke zu setzenden kleinen Ku- 
gel mit dem längs der Kante zu befestigenden dünnen 
Cjlinder in irgend einem Punkte des kleinen Ejreises 
geschehen, in welchem der Cjlinder von einerin^ normal 
auf seine Axe oder die Kante gesetzten Ebene geschnitten 
wird* Die Normale im Berührungspunkte oder die Rich- 
tung der Gegenkräfte ist daher irgend ein Halbmesser 
dieses Kreises, d. h. irgend eine der die Kante in A 
rechtwinklig schneidenden Geraden. 

4) Ganz unabhängig von der gegenseitigen Lage 
der Körper ist die Richtung der Gegenkräfte, wenn 
Eckc( mit Ecke zusammentrifit. Denn bat man die 
beiden Ecken mit Kügelchen yersehen und lässt diese, 
statt der Ecken, einander berühren, so kann die Nor- 
male derselben im Berührungspunkte, mithin auch die 
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geringe VeränderuDg in der gegenseitigen Lage ihrer 
Thcilohen zu erkennen, indem sich die Theilohen bald 
etwas näher gebracht, bald etwas weiter von einander 
entfernt werden. Diese Yeränderi;ing ist an den Stel- 
len selbst, wo die Körper mit einander verbunden sind, 
am grössten , eben so, als wenn auf diese Stellen Kräfte 
wirkten, die das eiuemal eine Richtung von aussen 
nach innen, das anderemal von innen nach aussen ha^ 
ben. Man nennt eine solche Kraft im erstem Falle 
Druck oder Pressung, im letztem Spannung, oder be- 
greift sie auch unter dem gemeinschaftlichen Namen 
Pressung, indem man Spannung als negative Pres- 
sung ansieht. 

Indessen muss man sich wohl hüten, diese Pres- 
sungen mit den vorigen Gegenkräften als völlig identisch 
zu betrachten. Die Gegenkräfte ergaben sich nic^itals 
wirklich vorhandene Kräfte, sondern wurden nur als 
Hülfskräfte eingeführt, um damit die Demonstrationen 
zu erleichtern und die Bedingungen des Gleichgewichts 
einfacher darzustellen. Die Pressungen dagegen sind 
Kräfte, die sich bieim Gleiohgewiohte ebenso, wie jede 
andere Kraft, durch Veränderung der gegenseitigen 
Lage der Theilcben der Körper, als wirklich vorhan- 
den offenbaren, und die daher sowohl hinsichtlich ihrer 
Intensitäten, als ihrer Richtungen, jederzeit vollkommen 
bestimmt sind, während die Intensitäten der Gegen- 
kräfte nur bei sechs oder weniger Flächenberührungen 
zweier Körper, um bloss dieser Art der Begegnung zu ge- 
denken, bestimmte Werthe haben können (f. 196. Zus.). 

Soviel ist gewiss, dass im Falle des Gleichge- 
wichts die Pressungen, welche ein Körper erleidet, 
eben so wohl, als die an ihm anzubringenden Gegen- 
kräfte, mit den ursprünglioh auf ihn wirkenden Kräf- 
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ten im Gleichgewichte seyn müsseD. Sind folglich die 
Gegenkräfte nur auf eine Weise bestimmbar , wie die- 
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ses im Allgemeinen der Fall ist, wenn sich zwei Kor- 
per in 6 oder weniger Punkten berühren, so muss die 
auf jeden einzelnen Berührungspunkt wirkende Pressung 
der eben daselbst anzubringenden Gegenkraft gleich 
sejn, indem sich sonst gegen die Hypothese in den 
Berührungspunkten noch andere Kräfte anbringen lies- 
sen, welche mit den ursprünglichen im Gleichgewichte 
wären« 

Berühren sich aber zwei Körper in mehr als 6 
Punkten, so werden den 6, zwischen den 7 oder meh- 
rern Gegenkräften bestehenden Gleichungen die Pres- 
sungen, statt der Gegenkräfte substituirt, zwar eben- 
falls Genüge leisten. Allein es muss bei elastischen 
Körpern eine hinreichende Anzahl noch anderer Glei- 
chungen geben, aus denen in Verbindung mit den to- 
rigen sechs die Pressungen insgesammt bestimmt wer- 
den können. Die Entwicklung dieser andern Gleichun- 
gen gehört aber nicht für unsem gegenwärtigen Zweck, 
wo wir uns bloss mit Tollkommen festen Körpern be- 
schäftigen. 

Allerdings kann man die Frage aufwerfen , ob 
nicht auch bei zwei sich in mehr als 6 Punkten berüh- 
renden absolut festen Körpern an den Berührungspunk- 
ten Pressungen von bestimmter Grösse statt finden, 
und welches ihre Werthe sejen. Indessen lässt sich 
auf diese Frage nicht mit Hülfe der Erfahrung und 
auch nicht mit Anwendung von Rechnung antworten, 
man müsste denn das Gesetz der Pressungen, welches 
bei elastischen Körpern obwaltet, auch bei vollkom- 
mener Festigkeit der Körper, als dem Grenzzusti^de 
der Elastidtät, nooh gelten lassen, oder irgend efai 
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neues Gesetz zu Hülfe nehmen ^ dessen Grunde aber 
nur metapbysisoh sejn könnten. 

Wie dem aber auoh seyn mag, so kann uns diese 
Unsicherbeit in Bestimmung der Pressungen wenig 
l^ümmern, da wir es im Vorliegenden niobt mit eigent* 
liehen Pressungen, sondern nur mit Hülfskräften zu 
tbun haben, die aber inskünftige, um dem gewöhnliohen 
Sprachgebrauehe niobt entgegen tu seyn, statt Gegen- 
kräfte, ebenfalls Pressungen genannt werden sollen. 



Gleichgewicht an einem nicht völlig frei bewegli- 
chen Körper. 

Die in dem Vorhergehenden entwickelte Theorie 
des Gleichgewichts zweier mit einander verbundenen Kör- 
per wollen wir soblüsslioh durch einige Beispiele erläu- 
tern. Dabei werden wir den einen der beiden Körper 
/ als unbeweglich annehmen, indem, wenn auch er be- 
weglich ist, zum Gleichgewichte des Ganzen nur noch 
erfordert wird, dass die Kräfte an beiden Körpern, als 
auf dunen einzigen wirkend, sich das Gleichgewicht 
halten. (§. 199.) 

Sey der bewegliche Körper mit dem unbewegli- 
dien zuerst nur in einem Punkte verbunden. Welches 
nun auch diese Verbindung seyn mag, so ist die zum 
Gleichgewichte stets nothige Bedingung, dass die an 
dem beweglichen Körper wirkenden Kräfte eine ein-^ 
zige den Punkt treffende Resultante haben. Ist daher 
in Bezug auf drei ooordinirte Axen das System der 
auf den Körper wirkenden Kräfte, wie im Früheren^ 
thirok J^ Bf Cj Lp iH^ AT gegeben , ist (a, ^, c) der 
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Punkt der Begegnung und ( U^ F, HT) die ihnt reffende 
Resultante der E[räfte oder die Pressung daselbst, so 
hat man naeh §. 69. die Gleichungen: 

Ä=r, M=eU -afVy 

Bieraus die auf die Pressnng sieh beziehenden 
Grössen U^ F, W eliminirt, ergeben sich die Bedin- 
gongsgleichungen : 

L^bC-^cB^ M^cA—aC^ Nz^iaB-^bAy 
oder einfacher: Z/=0, i!f=0, iV=0, 

sobald der Punkt der Begegnung zum Anfangspunkte 
der Coordinaten genommen wird. Die auf ihn ausge- 
übte Pressung aber ist {Ay By C). Wenn nun 

1) eine Ecke, oder überhaupt ein bestimmter Punkt 
des beweglichen Körpers, mit einem bestimmten Punkte 
des unbeweglichen verbunden ist, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt: wenn ein bestimmter Punkt eines 
Körpers unbeweglich, der Körper selbst aber um ihn 
nach allen Richtungen drehbar ist, ' so kann die Riob- 
tnng der Pressung jede beliebige sejn (§. 19& 4.)« 
Die drei erhaltenen Bedingungsgleichungen £, M^ If 
s=0 und daher in diesem Falle die einzigen, d. h. 

Zum Oleichgewichte eines Kar per m^ der ein^ 
unbeweglichen Punkt hatj ist cm nöthig ufui hinrei^ 
ehendy dass in Bezug auf jede von drei sich in dem 
Punkte ichneidenden und nicht in einer Ebene lie» 
genden Axen das Moment der Kräfte null ist. 

2) Ist die Beweglichkeit eines Körpers dadurch 
beschränkt y dass ein bestimmter Punkt desselben in 
einer unbeweglichen Linie xu verharren ^ oder dass 
eine bestimmte Linie desselbm^ einem unbeweglichen 
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Jhtnkte XU begegnen genöthigt utj 8o wird znin Gleich- 
gewichte erfordert, dass die Kräfte eine die Unie in 
dem Punkte rechtwinklig treffende Resultante haben* 
(§. 198. 3.)« Lässt man daher den Punkt, wie vor- 
hin, mit dem Anfangspunkte der Coordinaten, und die 
Linie, oder ihre Tangente in diesem Punkte, wenn 
sie krumm ist, mit der Axe der x zusammenfallen, so 
ist bei Annahme eines rechtwinkligen Coordinatensy- 
Sterns die Resultante in der Ebene der yx enthalten, 
und daher U=0. Hierdurch kommt, wegen A=U^ 
zu den vorigen drei Bedingungsgleichungen //, üf, A^=0 
noch die vierte JF==0, d. \i. es muss noch die Summe 
der nach der Linie y oder ihrer Tangente im Be* 
gegnungspunkte f gesc/iätxten Kräfte null seyn. 

3) Ist ein bestimmter Punkt eifies Körpers in 
einer unheweglicheti Fläche beweglich ^ oder eine Fla- 
che des Körpers einem unbeweglichen Punkte xu 
begegnen genöthigt ^ so muss die Resultante der 
Kräfte die Fläche im Begegnungspunkte normal tref- 
fen. Es muss folglich, wenn der Punkt wiederum zum 
Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
genommen, und wenn die Fläche von der Ebene der 
Xj y daselbst berühlrt wird, die Resultante in die Axe 
der % fallen, woraus {7 und 1^ = folgen. Ausser 
den obigen Bedingtmgsgleichungen Zr, üf, iV^=rO, müs- 
sen daher jetzt noch die zwei: ^ = und ^==0 er- 
füllt werden, d» \u es muss noch die Summe der Kräf- 
te nach irgend zwei in der Berührungsebene gexo- 
genen und sich schneidenden Geraden geschätzt^ beide- 
male null seyn. 

f. 202. 

Wird ein Körper in zweien seiner Punkte F and 
F' an der Bewegung gehindert^ so müssen beim €leich- 



' # 



GiMchgewiobt bei zwei verbondenra Korpern« 33 

gewichte sämmtliobe Kräfte sich auf zwei diese Punkte 
treffende Kräfte zurückfuhren lassen. Nimmt man da- 
her F' zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coor« 
dinatensjstems, F' F zur Axe der x^ setzt F' Fsss a 
und bezeichnet die auf F und F' gerichteten Resul- 
tanten oder die Pressungen ^ welche diese Punkte er- 
leiden, durch iUy Vy fr)yiiry V\ W), 80 mUSS 

sejn: 

Wenn nun 1) F und F' völlig unbeweglich ange- 
nommen werden^ so lässt sich über die Richtungen der 
Pressungen im Yoraus nichts bestimmen, und es giebt 
daher zwischen Uy Vy... W keine andern Relationen, 
„als die, welche aus jenen Gleichungen selbst hervor- 
gehen. EUeraus können aber bloss Vy V\ Wy W\ 
d. i. die in jP und /^ auf FF' normalen Theile der 
Pressungen bestimmt werden; dagegen findet sich von 
den längs der Linie F F' seihst gerichteten Pressun- 
gen U und ü' nur die Summe, 7=ss:Ay und es bleibt 
£==0, als die einzige von den Pressungen freie Glei- 
chung, als Bedingung des Gleichgewichts, zurück, wor- 
aus wir schliessen: 

'Zum Gleichgewichte eines an einer unbewegli- 
ehen Axe {FF') befestigten Körpers ist es nöthig 
und hinreichend^ da>ss das Moment der Kräfte in 
Bexug auf diese Axe null ist, 

2) Jist nur der Punkt F unbeweglich , F aber in 

einer unbeweglichen Linie beweglich, und macht die 

in^ F an diese Linie gezogene Tangente mit den Coor- 

dinatenaxen die Winkel a, /?, ^, so kommt, weil die 

n. 3 
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{Uj V^ W) ««f der Lnie ■•rmal sejn 
, soeii die Gleiehvig 

l7eosa+ Feos/?+ AP eos/r=9 
Hienrit eifadteo wir n der Terigea Bed uiguu g 

Gleieh^ewickti J&=sO, mwar keine neae, aber es 
Imt mm die DnbestifliiBtlieit Ten CT' und C^' met 

Doeh ist hierroa der FaD anszimehnen, wenn 
cos a = and daher die Linie aof FP^ normal ist 
Lassen wir alsdann grosserer BinCaobheit will» die 
Tanseof e der Linie mit der Axe der y parallel seyD, 
wetzea also noch eos/=rO» so wird ^ = 0, und es 
eateleht noch die Bedingnngsgleiehang: iV=sO; die 
Enbestimmtbeit swischoi U and U^ aber daaeit fort, 
nad wir firigem hieraos: 

Ist ein Poakt f^ dnes Korpers anbeweglidi and 
ein aadorer Punkt JF desselben in einer anbeweglichen 
Linie beweglich, dnren Tangente /V (Fig* 5Q-) Aof 
f F normal ist, so moss beim Gleichgewichte das 
Moment der anf den Korper wirkenden Kräfte sowohl 
rncksiefatlieh der Unie F Fj'9\b rucksichtlidi der auf 
der Ebene F' FO in #^ so eirichtenden Normalen F'H 
null sejn. 

Durch die Nullität des Momentes in Bezug anf 
F F^ wird, wie in 1), die Drehung des Körpers um 
diese Axe aufgehoben. Es erhellet aber nicht sogleidi, 
warum auch in Bezug auf F^ H das Moment null rcvu 
soll, da doch bei der UnbewegCchkrit der Linie, in 
welch«* F beweglich ist, der Köiper sich nicht um 
P H drdim lasst, wenigstens nicht im AUgemeineD^ 
sondern nur in dem speciellen Falle, wenn die Linie 
der Bogen eines ans F ^ ak Mittelpunkt, mit dem 
Halbmesser F F m der Ebene F FG beschriebenen 
Kreises ist« Indessen kann man doch , wenn die Linie 
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irgend eine andere Cnrve ist, die der Annahme ge- 
mäss von FO berührt wird, das bei dem Punkte F 
befindliohe Element der Cnrve als das Element eines 
aas F' besohriebenen Kreises betrachten , und der 
Körper kann folglich jederzeit, wenn auch im Allgemei- 
nen nur um ein unendlich Geringes, uni F^H als Axe 
gedreht werden. — Die Rechnung giebt uns daher ein 
genaueres Resultat, als wir erwartet hatten, indem sie 
den Körper selbst vor einer unendlich kleinen Drehung 
zu sichern sucht» Die Retrachtung Ton dergleichen 
unendlich kleinen Reweglichkeiten ist besonders in rein 
geometrischer Hinsicht Ton Interesse, und wir werden 
deshalb diesem Gegenstande späterhin eine speoielle 
Untersuchung widmen.] 

3) Sind beide Punktis F und F^ in gegebenen Li- 
nien beweglich, so hat man, wenn die Richtungen der- 
selben bei F und F' durch die Winkel a, ß^ y und 
a\ /^, / gegeben sind, nächst den 6 Gleichungen (JF), 
noch folgende zwei: 

£7 cos «H-' F'cOS/J-f- H^COSyrrrO, 

i/cosa'H- l^cos/9'+ W^'cosy=0; 
und es lassen sich jetzt nicht nur sämmtliche Pressun- 
gen yollkommen bestimmen, sondern man erhält auch 
noch zu iv = eine neue Redingungsgleichung. Sind 
z. R. F und jP' in der Axe der ^, also in F F' selbst, 
beweglich, so wer Jen J7=0, J7^ = 0, und daher A 
= die neue Redingimg, d. h. die Summe der nach 
der Richtung von F F[ geschätzten Kräfte muss null 
seyn» 

Können die in der Axe der a: befindlichen Punkte 
F und F' sich in Parallellinien mit der Axe der y be- 
wegen, so sind die Pressungen parallel mit der Ebene 
der spj %j mithin Fund F'=0^ und es werden damit 
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^ = 0, N=0. In diesem specienen Falle kommen also 
m £ = 0, statt einer, noch zwei Bedingnngsgleiehan- 
g0i biozn« Die Eifallong der einen, B=Oj hebt die 
mit der Axe der y paraUele Bewegung auf; durch die 
andere^ ßT^^Oy wird ähnlicherweise, wie in 2), eine 
Iderbri noch mögliche unendlich kleine Drehung um 
die Axe der z gehindert. 

4) Berührt der Korper mit beiden Punkten eine 
Ebene^ z. B. die Ebene der ;r, y, so haben die Pres- 
sungen eine auf derselben normale Richtung; es wer- 
den folglidi Uy Vy ü\ V = 0, und man erhält damit 
^ = 0, jB = 0, L = Oj iV=09 als Bedmgungen des 

Gleidigewichts. 

f. 203. 

Betrachten wir noch einen in drei Punkten jP, F\ 
F^ an sriner Bewegung gebinderten Körper. Sejen 
diese Punkte: (a, ^, r), (a^£', c), (0,0,0), so dass 
F" der Anfangspunkt der Coordinaten ist. Die Pres- 
sungen m F,F%F" sejen(ü; F, W\ («7', F', W), 
(ir\ V*\ W^ nnd man hat alsdann nachsteh^de 6 
Gleichungen: 

]M=eU —a¥r+e'U' —i^tV\ 
^Nt=^aV — bU+t^V—b'ir. 
Da sich aus ihnen allein die Pressungen nicht eli- 
miniren lassen^ so giebt es, wenn die drei Punkte un- 
beweglich sind, im Allgemeinen keine Bedingung des 
Gleichgewichts, und der Körper ist ebenfalls unbeweg- 
lich; was auch schon daraus erhellet^ dass die bei zwei 
unbeweglichen Punkten noch übrig bleibende Azendre- 
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hoDg durch die Annahme emes dritten unbeweglichen 
Punktes ausserhalb der Axe ToUkommen aufgehoben 
wird« — Die Pressungen selbst bleiben zum Theil un- 
bestimmt« 

Lässt man die Punkte in gegebenen Linien be- 
weglich seyn, so kommen 3 neue Gleichungen zwischen 
den 9 Grössen 17,. •• W" hinzu, und man hat somit 
9 Gleichungen, aus denen man diese 9 Grössen, also 
die drei Pressungen ihrer Intensität und Richtung nach, 
bestimmen kann. Eine von den Pressungen freie Glei- 
chung lässt sich aber damit noch nicht finden, und der 
Körper ist folglich auch jetzt noch unbeweglich. 

Eine Ausnahme hiervon findet statt, wenn die drei 
Linien einander parallel sind, als wodurch der Körper 
selbst parallel mit ihnen beweglich wird. Lässt man 
sie z. B, parallel mit der Axe der % seyn, so werden 
Wy W\ IF" = 0, welches die Bedmgung: C=0 
giebt, d. h. die Summe der nach den Richtungen der 
Parallellinien geschätzten Kräfte muss null seyn. 

Wenn endlich der Körper mit den drei Punkten 
eine Ebene, es sey die der Xy y, berührt, und folglich 
die Punkte in dieser Ebene beweglich sind, so hat man 
6 = 0, g' = 0, und noch ausserdem, weil dann die 
Pressungen die Ebene normal treffen: {7, U'j U"y 
Vy V'y V" = 0. Hiermit finden sich aus den Glei- 
chungen (B) die Bedingungen: ^=0, i?=0, /r=0. 
Die drei übrigen Gleichungen werden: 

L=bW^b'W\M±^—aW—i^fV'y 

und hieraus lassen sich $e drei auf der Ebene norma- 
len Pressungen fVy W% W'y bestimmen. 

Liegen die drei Punkte, in denen der Körper die 
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Ebene der Xy y berührt, m einer Geraden, z. B. in 
der Axe der x^ so hat man noch . b und b' -=9 zu 
setzen. Hierdurch verwandelt sich die zweite Glei- 
chung für die Pressungen in eine vierte Bedingung fürs 
Gleichgewicht: iv=:0, d. h. es muss noch das Moment 
der Kräfte in Bezug auf die Gerade, in welcher die 
Punkte liegen, null seyn. Die drei Pressungen aber 
lassen sich aus den für sie noch übrig bleibenden 
zwei Gleichungen nicht mehr vollkommen bestimmen« 

§. 204. 

Zusatz. Wenn der Körper bloss parallel mit der 
Axe der % beweglich Ist, so dass jeder Punkt dessel- 
ben eine Parallele mit dieser Axe beschreibt ^ so ist 
nach vor. §.6^ = die Bedingung des Gleichgewichts. 
Eben so ist A;=z9 oder B=.^ die Bedingung, wenn 
der Körper bloss parallel mit der Axe der x eder der 
y fortgerückt werden kann. 

Lässt sich der Körper bloss um die Axe der x 
drehen, so dass jeder seiner Punkte keine andere Li- 
nie, als einen Kreis um diese Axo beschreiben kann, 
so istj&=0 die Bedingung des Gleichgewichts (§.202.); 
und auf gleiche Art ist ilf==0 oder i\^=0 die Be- 
dingung, wenn der Körper nur um die Axe der y oder 
der % gedreht werden kann. 

Den sechs Gleichungen A^ Ä, C, /i, j!f, iV= 
entsprechen daher resp. die Fortbewegungen des Kör- 
pers längs der Axen der x^ y, % und die Drehungen 
um dieselben Axen dergestalt, dass wenn der Körper 
nur einer dieser sechs Bewegungen folgen kann, die 
derselben entsprechende Gleichung es ist, wodurch das 
Gleichgewicht der auf den Körper wirkenden Kräfte 
bedingt wird. 
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Diese dr^i fortrüokeDden und drei drehenden Be- 
wegungen sind von einander vollkommen unabhängig, 
d. h. man kann einen Korper mit einem oder mehrere 
andern ganz oder zum Theil unbeweglichen Körpern 
immer so yei^binden, dass er nur an einer dieser sechs 
Bewegungen, oder an etlichen derselben, welche man 
will, Theil nehmen, keiner der übrigen aber folgen 
kann« 

So wie nun, wenn der Körper nur einer eintigea 
der 6 Bewegungen fähig ist, die dieser Bewegung ent- 
sprechende Gleichung die Bedingung des Gleichge- 
wichts ist, so sind auch, wenn der Körper zwei oder 
mehrere der 6 ß^wegungen . xugleich annehmen kann, 
an. den übrigen aber gehindert ist, die den möglichen 
Bewegungen entsprechenden Gleichungen die nöthigen 
und hinreicheiiden Bedingungen des. Gleichgewichts. 

Berührt z. B. ein Körper in drei Punkten, welche 
nicht in einer Geraden liegen, eine unbewegliche Ebene 
und wird diese zur Ebene der Xy y genommen, so sind 
damit vpn den 6 Bewegungen aufgehoben: die mit der 
•Axe der X parAllele Fortrückung und die Drehungen um 
die Axen der x und der y% dagegen kann der Körper 
noch parallel mit den Asien der x und der y bewegt 
und um die Axe der % gedreht werden. Yen den sechs 
Gleichungen, welche beim Gleichgewichte eines vollkom- 
men frei beweglichen Körpers erfüllt sejn müssen, sind 
daher die drei: C'ssO, £ = 0, MssO, durch das Hin- 
dernisse welches die Ebene der Bewegung des Kör- 
pers entgegenstellt, schon als erfüllt anzusehen, und 
es bleiben noch die drei: ^ = 0, jB = 0, iV=xOj als 
zu erfüllende Bedingungen, übrig. YergL vor. §• 

Ist nur ein Punkt des Körpers unbeweglich, so 
kann, diesen Punkt zum Anfangspunkte der Coordina- 
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ten genommen^ der Körper um jede der drei Axen ge- 
dreht, aber keiner entlang versehoben werden. Die 
Bedingungen sind daher in dieseni Falle: /]r = 0, M 

= 0, iV^=0 (§. 201.). 

Kann umgekehrt der Körper um keine Axe ge- 
dreht, aber nach }eder beliebigen Richtung parallel 
mit seiner anfänglichen Lage fortbewegt werden, so 
ergeben sich auf gleiche Art: ^ = 0, jB=0, C=aO, 
als Bedingungen des Gleichgewichts« 



Zweites Kapitel. 

Tom Gleichgewichte bei einer beliebi- 
gen Anzahl mit einander verbundener 

Körper. 

f. 205. 

Durch die im vorigen Kapitel entwickelte Theorie 
des Gleichgewichts zwischen Kräften, welche auf zwei 
mit einander verbundene Körper wirken, sind wir ge- 
nugsam vorbereitet, um sogleich zur Untersuchung der 
Bedingungen des Gleichgewichts in dem ganz allge- 
meinen Falle übergehen zu können, wenn eine, belie- 
bige Anzahl mit einander verbundener Körper der Wir- 
kung von Kräften unterworfen ist. Folgende Betrach- 
tungen werden uns zu diesen Bedingungen hinführen. 

1) Denicen wir uns ein System von mehr als zwei 
Körpern a, ^, Cj a?, ..., von denen jeder, wie wir fürs 
erste annehmen wollen, frei beweglich ist und mit ei- 
nem oder mehreren oder auch allen übrigen, sey es in 
einem oder in mehreren Punkten, zusammentrifft. Meh- 
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rtstet Gleichförmigkeit wegen wollen ^ wir die Körper 
nur darch gegenseitiges Berühren ihrer Flächen nut 
einander verhunden annehmen, als worauf sich nach 
§• 198. alle übrigen Arten des Zusammentreffens zu« 
rückfuhren lassen. Endlich sollen 'an zwei, oder meh- 
rern, oder allen Körpern Kräfte angebracht und soll 
das Ganze im Gleichgewichte sejn. 

2) Man bringe an den Stellen, in denen einer der 
Körper, a, die andern b^ c^... berührt, zwischen ihm 
und den andern Körpern Zwischenpunkte A^ JT, A'y. 
an (§. 194.), lasse diese unbeweglich werden und ent- 
ferne hierauf den Körper a. Das Gleichgewicht wird 
dadurch nicht verloren gehen, |da durch die unbeweg- 
lich angenommenen Zwischenpunkte aller Einflnss von 
a auf ^, &,..., und umgekehrt, aufgehoben ist« 

3) Sey b einer der von a berührten Körper und 
A. einer der zwischen a und b gesetzten Zwischen- 
puukte. Nach Wegnahme von a lasse man A in der 
Fläche von b beweglich werden. Geht hierdurch das 
Gleichgewicht verloren, so muss es möglich seyn, an 
A eine das Gleichgewicht wieder herstellende Kraft P 
anzubringen (§. 190. III. ), und diese Kraft muss auf 
der Fläche von b normal seyn, indem sonst, wenn b 
unbeweglich gesetzt würde, A auf b nicht in Ruhe 
bleiben könnte ($• 192. a.). Auch kann man die Kraft 
P an der Fläche von b selbst, da, wo sich ^befindet, 
anbringen und sodann den Zwischenpunkt A^ als über- 
flussig, wegnehmen. 

4) Man entferne demnach den unbeweglichen Zwi- 
schenpunkt A und setze, wo nöthig, statt desselben 
eine auf b normale das Gleichgewicht herstellende 
Kraft P. Auf gleiche Weise entferne man nach und 
nach alle übrigenZwischenpunkteul\JF'^ir.. und bringe 
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statt ihrer an den Fläobeo von b^ o^...^ wo sie siohbe 
fanden^ d. i. an den Berührungspunkten^ dteser Flächen 
mit a, die zur Erhaltung des Gleichgewichts nöthigen 
auf den Flächen normalen Kräfte I^y P"^ • • • an. 

5) Somit sind jetzt an dem 'Systeme von b^ ^,... 
^e ursprünglich auf diese Körper wirkenden Kjräfte 
mit den hinzugefügten jP, P'y... im Gleichgewichte. 
Da nun bei dem Systeme sämmtlicher Körper a, by c, ... 
die ursprünglichen Kräfte an by c,..« mit deo Kräften 
an a im Gleichgewichte sind, so sind die Kräfte an a 
mit Py P'y.» gleich wirkend 9 und es muss a für sich 
ins Gleichgewicht kommen, wenn an ihm noch die 
Eüräfte Py P\ • • ., nach entgegengesetzten Richtungen ge- 
nommen, angebracht werden. Dies liefert uns folgendes 
Resultat: 

Sind Kräfte, welche auf ein System sich berüh- 
render frei beweglicher Körper o, by c, ... wirken, im 
Gleichgewichte, so ist es möglich, an den Stellen,' in 
denen irgend einer der Körper, a, die übrigen by c,... 
berührt, Gegenkräfte (§. Vöi.) von solcher Intensität 
anzubringen, dass sowohl der Körper a für sich, als 
das System der einander berührenden Körper by ^,... 
für sich, in den Zustand des Gleichgewichts kommt 

6) Man bringe nun an dem Systeme von ayb,Cy J,..., 
wie es ursprünglich gegeben war, diese Gegenkräfte 
wirklich an. Wegen des Gleichgewichts, welches hier- 
durch das System von byCydy... für sich erlangt, kann 
man gleicher Weise an den Berührungsstellen eines 
dieser Körper b mit den übrigen &, </,••• solche Ge- 
genkräfte hinzufügen, dass nächst a noch b für sich 
und das System von Cy «f,... für sich im Gleich- 
gewichte sind. Durch Wiederholung desselben Ver- 
fahrens an dem Systeme von c^ dy.., kann man 



Gleichgewicht bei mehrern yerbundenen Körpern« 43 

es ferner bei^irken, dass ausser a und t noch c für 
sich und das System der noch übrigen Körper </,... 
für sich ins Gleichgewicht kommen^ und kann diese 
Operation so lange fortsetzen, bis jeder Körper des 
anfanglichen Systems einzeln im Gleichgewichte ist. 
Alsdann sind nach und nach an allen Stellen, in denen 
zwei Körper des Systems sich berühren, und wo .es 
nach 3) für nöthig zu erachten war, Gegenkräfte hin- 
zugesetzt worden, und man hat somit folgende, der in 
§., 196. für nur zwei Körper erhaltenen ganz analoge, 
Bedingung für das Gleichgewicht des Systems gefunden; 

Sollen Kräfte) welche auf ein System einander 
berührender und an sich frei beweglicher Körper wir- 
ken, einander das Gleichgewicht halten, so muss es 
möglich seyn, an den Berührungsstellen der Körper 
Gegenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass 
an jedem Körper besonders die ursprünglichen Kräfte 
mit den an ihm angebrachten im Gleichgewichte sind. 

Dass diese nothwendige Bedingung des Gleichge- 
wichts auch stets hinreichend ist, wird eben so, wie 
im §. 196. bewiesen. Lassen sich nämlich an dem Sy- 
steme der einander berührenden Körper solche Gegen-,^ 
kräfte hinzufügen, dass jeder einzelne Körper ins Gleich- 
gewicht kommt, und somit auch das ganze System 
im Gleichgewichte ist, so muss das System auch 
ohne Anbringung von Gegenkräften im Gleichgewichte 
seyn, da je zwei zusammengehörige Gegenkräfte für 
sich im Gleichgewichte sind, und daher jedes dieser 
Paare ohne Störung des Gleichgewichts des Systems 
wieder entfernt werden kann. 

f • 206. 
Nachträgliche Bemerkungen, a. Nachdem bei 
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#.207. 

In dem llislierigon wurde jeder Korper des Systems 
ajs frei beweglich angonomineD. Setzen wir jetzt, der 
in f. 205. betraohfete Körper a sey unbeweglich, und 
souiit Jeder der Übrigen nur innerhalb gewisser Gren- 
zen beweglioli, so erhellet eben so, wie dort, dass, 
wenn das System im Gleichgewichte ist, sich in den 
Berührungspunkten von a mit den übrigen Körpern b^ 
£?,... normale KrUfte /*, /*',..• an ä, c, .•. anbringen 
lassen I so dass diese Körper auch nach Wegnahme 
von a in Ituhe bleiben. Ein Gleiches gilt, wenn meh- 
rere Körper des Systems unbeweglich angenommen 
werden; auch kann man mehrere unbewegliche Körper 
immer uls Theile eines einzigen unbeweglichen betrach* 
teu. Da nun die Kräfte — Py — P\**'j An dem un- 
beweglichen a angebraolit, von keiner Wirkung sind, 
so findet die in §. 205. erhaltene nothwendige Bedin- 
gung des Gleichgewichts auch bei der Unbeweglichkeit 
eines oder mehrerer Körper des Systems völlige An- 
wendung; und eben so, wie zu Ende jenes §., wird 
auch für gegenwärtigen Fall bewiesen, dass diese noth- 
wendige Bedingung zugleich hinreichend ist. 

Mag also jeder Körper des Systems an sich frei 
beweglich y oder mögen eiiier oder etliche derselben 
unbeweglich seyn^ mögen sie fertier^ wie bisher an* 
genommen wurde ^ durch gegenseitige Berührung 
ihrer Flächen zusammenhängen ^ oder auf eine der 
andern in §. 198. bemerkten Arten mit einander ver* 
bunden seyn (§. 205. 1.), so besteht immer die noth- 
wendige und himrsicliende Bedingung des Gldchge- 
wichts in der Möglichkeit^ in den Begegnungspunk- 
ten der Körper Gegenkräfte (§. 199.) van solther 
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Intensität anxuSrtngeny dass jeder bewegliche Kör- 
per för sich ins Gleichgewicht kommt.^ 

« Endlich ist noch zu bemerken, dass anoh hier, ^e 
in §. 200.9 die Gegenkräfte, wenn sie völlig bestimmte 
Werthe haben, die Pressungen ausdrücken, welche die 
Körper in den Begegnungspunkten auf einander ausüben« 

Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, bei 
mit einander verbundenen Körpern. 

§. 208. 

In dem ersten Theile der Statik (§. 178.) ist be- 
wiesen worden, dass, wenn Kräfte, die auf einen frei 
beweglichen Körper wirken , im Gleichgewichte sind, 
bei einer unendlich kleinen Yerrückung des Körpers 
die Summe der Produote aus jeder Kraft in die vir- 
tuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes jederzeit 
null ist Wir wollen nun die eben entwickelte Bedin- 
gung für das Gleichgewicht mehrerer mit einander 
verbundener Körper zunäohst dazu benutzen, dass wir 
zeigen, wie jenes Princip in völliger Allgemeinheit auch 
bei jedem dergleichen Systeme Anwendung findet. In 
dieser Absicht werden wir die Gültigkeit des Prin- 
cips zuerst für zwei in dem B^gegnungspunkte zweier 
Körper angebrachte und sich immer das Gleichgewicht 
haltende Gegenkräfte darthun. 

1) Seyen a und b zwei Körper, welche sich mit 
ihren Flächen in einem Punkte berühren. Heisse C 
(Fig. 51.) der Punkt des Raums, in welchem die Be- 
rührung statt findet, und A unä jff sejen die zwei in 
C zusamment|*effenden Punkte in den Oberflächen der 
Körper a und ^, die gemeinschaftliche Normale der 
beiden Flächen in dem Berührungspunkte C heisse c. 
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2) Werde niin das System der beiden Körper um 
ein unendlich Weniges verruclvt, ohne dass sie aidi 
zn berühren aufhören (§. 189.)- D^n Punkt des Rau- 
mes, in welchem jetzt die Berührung gesdiieht, nenne 
man C\ uiid die jetzige Normale in der Berührung 
sej c\ Die beiden Punkte A und B in den Oberflä- 
chen, welche vorher mit C zusammentrafen, werden 
jetzt nicht mehr, wenigstens nicht im Allgemeinen, mit 
C coincidiren, weil sich die eine Fläche an der an- 
dern zugleich verschoben haben kann. Sejen daher 
A* und If die Stellen des Raums, welche nunmehr die 
Punkte A und B der Oberflächen einnehmen. 

3) Weil hiemach j^ und B' in den Flächen un- 
endlich nahe bei dem Berührungspunkte O der letz- 
tem nach der Yerrückung liegen, so ist der Winkel 
der Geraden A^ B' mit c' unendlich nahe ein rechter; 
und weil & mit e nur einen unendlich kleinen Winkel 
macht, so ist auch der Winkel von A' B' mit c von 
einem rechten unendlich weuig verschieden. Sind folg- 
lich F und G die rechtwinkligen Projeotionen von A' 
und B^ auf Cy so ist FG als verschwindend oder null 
gegen A ff und gegen die andern kleinen Grössen, wo- 
durch die Yerrückung bestimmt wird.« zn betrachten. 

4) Lassen wir nun auf die in C anfangs coincidi- 
renden Punkte A und B der Körper zwei einander 
gleiche Kräfte nach entgegengesetzten in die Normale e 
fallenden Richtungen wirken: Diese Kräfte, welche P und 
— jPheissen, halten sich nach §.195. das Gleichgewicht 
Die virtuellen Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte, 
d. i. die Yerrücknngen AA' und BB^ djeser Punkte, 
projicirt auf die Richtungen der Kräfte, sind CF und 
CG\ folglich die Summe der Producte aus den Kräf* 
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l^ten in die virtuelleo Gescbwindigkeiteii = CF . P 
-'CO.P^OF.P^Q. 

\ 5) fliermit ist das Princip der yirtaellen Gesehwindig- 
keiten für das Gleichgewicht zweier bei der Fläohenp 
berührnn^ anzubringenden Gegenkräfte erwiesen« Ganz 
auf eben die Art wird es für zwei Gegenkräfte darge- 
than, die beim Znsammentreffen einer Fläche mit einer 
Linie oder mit einem Punkte, oder bei der Begegnung 
zweier Linien wirksam sind. Denn in allen diesen Fäl- 
len hat die Normallinie bei der Berührung^ als in wet 
che die Richtungen der Gegenkräfte fallen, eine durch 
die Elemente der Berührung vollkommen bestimmte 
Lage, und es wird wie vorhin gezeigt, dass die zwei 
anfanglich zusammenfallenden Punkte A und B nach 
einer unendlich kleinen Yerrüokung in eine Lage kom- 
men, bei welcher ihre gegenseitige nach der Normal- 
linie geschätzte Entfernung von einer höhern Ordnung ist. 
6) Was den Fall anlangt, wenn ein bestimmter 
Punkt B des einen Körpers in einer bestimmten Linie 
des andern beweglich ist, so heisse A der Punkt der 
Linie, wo sich B befindet. Gelangen nun nach der 
Yerriickung beider Körper A nach A' und B nach J9^, 
so ist A'B' ein Element der Linie in ihrer zweiten 
Lage und steht daher auf der durch A^ gelegten Nor- 
malebeue dieser Linie, folglich auch auf der Nor- 
inalebene durch den Punkt A der Linie in ihrer er- 
sten Lage, unendlich nahe rechtwinklig, und die recht- 
winklige Projection von A' R auf jede in dieser letz- 
tern Normalebeue durch A gezogene Gerade ist von 
der zweiten, oder einer höbern Ordnung, Da nun von 
zwei auf A und B wirkenden Gegenkräften die Rich- 
tungen immer in irgend einer der durch A auf die 
Cnrve zu setzenden Normallinien liegen müssen, so ist 
IL 4 
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auch ta. diesem PaRe die PrcgectioB von A' B auf die 
llichtung der Gegenkräfte jederzeit von einer hdbem 
Ordnung) als der ersten^ worans das Uebrige, vie in 
•), folgt. 

7) Sind endUeh A und B iwei nnzertrennlidie 
Punkte xweier KiHrper, so coincidireB naoh dw Yer- 
riiekung auoh Jt und B. Welehes daher auch die 
ohne Weiteres hier Boeh unbestinunt bleibende Rich- 
tung der Gegenkräfte sejn mag, so fallen die Pro- 
jeetiouen vou J[ und B auf diese Riefatimg immer zu- 
sammen ^ und das Princip ist folglich anch hier gültig. 



§. 209. 

Seyen wiederum zwei an sieh frei bewegliehe K5^ 
per m und b in einem Punkte mit einander TerbnndeD; 
t)-effe daselbst der Punkt A von a mit dem Punkte B 
Ton h zusammen, und die Art der Yerinndung sej ir- 
gend eine der vorhin aufgezählten. Auf die Punkte 
^1, A^^... des a wirken die Kräfte P^y Z^^,... und 
auf die Punkte if, , ^2>--- ^^^ ^ ^^ Kräfte Q^, Qz,.** 
und das System beider Körper sej im Gleiohgeii'ichte. 
Seyen, wie hierzu erfordert wird, P und Q die zwri in 
A und B anzubringenden Gegenkräfte, so dass jedes 
der drei Systeme: P, /*,, /^,... 2) Ö, Ö,, Ö^j- 
3) JP, d, für sich im Gleiphge^ichte ist Wird nun der 
eine der beiden Korper beliebig, und der andere auf 
irgend eine Weise so Verrückt, wie es seine Yerbm- 
dungsart mit dem erstem zulässt,. und bezeichnen /?, 
Pi^p2y*** 9 9 9iy 92y' ^»© dabei statt findenden vir- 
tuellen Geschwindigkeiten der Angriffspunkte Ay A^ 
A^y... J7, B^y Br^y... SO ist nach §. 178. 
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te0 in die virtuelleo Geschwindigkeiten =3 CF . P 
— CO.P^OF.P^^Q. 

5) Hiermit ist das Princip der yirtuellen Geschwindig- 
keiten für das Gleichgewicht zweier bei der Flächen- 
berührnn^ anzubringenden Gegenkräfte erwiesen« Ganz 
anf eben die Art wird es für zwei Gegenkräfte darge- 
than, die beim Znsammentreffen einer Fläche mit einer 
Linie oder mit einem Punkte, oder bei der Begegnung 
zweier Linien wirksam sind. Denn in allen diesen Fäl- 
len bat die Normallinie bei der Berührung^ als in wet 
che die Richtungen der Gegenkräfte fallen, eine durch 
die Elemente der Berührung vollkommen bestimmte 
Lage, und es wird wie vorhin gezeigt, dass die zwei 
anfanglich zusammenfallenden Punkte A und B nach 
einer unendlich kleinen Yerrückung in eine Lage kom- 
men, bei welcher ihre gegenseitige nach der Normal- 
ünie geschätzte Entfernung von einer höhern Ordnung ist. 
6) Was den Fall anlangt, wenn ein bestimmter 
Punkt B des einen Körpers in einer bestimmten Linie 
des andern beweglich ist, so heisse A der Punkt der 
Linie, wo sich B befindet. Gelangen nun nach der 
Verrückung beider Körper A nach A' und B nach B'^ 
80 ist A'B' ein Element der Linie in ihrer zweiten 
Lage und steht daher auf der durch A^ gelegten Nor- 
malebeue dieser Linie, folglich auch auf der Nor- 
lualebene durch den Punkt A der Linie in ihrer er- 
sten Lage, unendlich nahe rechtwinklig, und die recht- 
winklige Projection von A' B' auf jede in dieser letz- 
tern Normalebene durch A gezogene Gerade ist von 
der zweiten, oder einer höbern Ordnung* Da nun von 
zwei auf A und B wirkenden Gegenkräften die Rich- 
tungen immer in irgend einer der durch A auf die 
Cnrve zu setzenden Normallinien liegen müssen, so ist 
u. 4 
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auch in. diesem Falle die Prcjection von A' B auf die 
Richtung der Gegenkräfte jederzeit von einer höbern 
Ordnung, als der ersten, worans das Uebrige, wie in 
•), folgt. 

7) Sind endlich A und B zwei unzertrennliche 
Punkte zweier Körper, so ooinoidiren nach der Yer- 
rückung auch A' und B. Welches daher auch die 
ohne Weiteres hier noch unbestimmt bleibende Rich- 
tung der Gegenkräfte aejn mag, so fallen die Pro- 
jectionen von A und B auf diese Richtung immer zu- 
sammen ^ und das Princip ist folglich auch hier gültig. 



4. 209. 

Seyen wiederum zwei an sich frei bewegliche Kö^ ' 
per a und b in einem Punkte mit einander verbunden; 
tireffe daselbst der Punkt A von a mit dem Punkte B 
von h zusammen, und die Art der Verbindung sej ir- 
gend eine der vorhin aufgezählten. Auf die Punkte 
^1, Ar^y... des a wirken die Kräfte P^y P^y* nnd 
auf die Punkte if^ , B^^,... ^e% b AieKT^kite Q^^y Qzv 
nnd das System beider Körper sey im Gleichgewichte. 
Seyen, wie hierzu erford^t wird, P und Q die zwei in 
A und B anzubringenden Gegehkräfte, so dass jedes 
der drei Systeme: P, /*,, /*,,... 2) «, Q,y Ö^v- 
3) Py Qy för sich im Gleiphgewichte ist. Wird nun der 
eme der beiden Körper beliebig, und der andere anf 
irgend eine Weise so verrückt, wie es seine Yerbin- 
dungsart mit dem erstem zulässt,. und bezeichnen p^ 
Pijp2y* 9y 9i^ 9^2>*** ^!® dabei statt findenden vir- 
tuellen Geschwindigkeiten der Angriffspunkte Ay A^^ 
Ae^yt By B^y B^y*. so ist nach §. 178. 
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I 

und 0=Pp + ßjr, 

weil Q=^ — Py und nach vor. §. für jede Yerbindungs- 
art p=^f ist. Addirt man aber diese drei Gleiohangen, 
- so kommt: 

P1P1+P1P2 + ••• + öl 5^1+^2 9^2 + .-=05 

"wodurch die Richtigkeit des Princips für zwei sich in 
einem Punkte begegnende Körper bewiesen ist, 

Sind 2wei oder mehrere Punkte A^ A\.*. des einen 
Körpers mit eben so yielen B^ jB',... des andern auf 
irgend eine Weise verbunden, A mit By A' ipit B^j etc. 
und sind resp. /^ P\... Qy QV** ^^^ ^^ ihnen beim 
Gleiohgewichle anzubringenden Gegenkräfte; /?, p\^** 
fy g'y* aber die virtuellen Geschwindigkeiten der Punkte, 
80 fuhrt die Bedingung, dass an jedem Körper die ur- 
sprünglichen KrUfte mit den hinzugesetzten Gegenkräf- 
ten im Gleichgewichte sejn müssen, zu den zwei Glei- 
chungen: 

Pp + P'p' + ... + P,p,+P,p^ + ^^. = Oy 

ey+ey+—+eiyi + e272+..-=o. 

Aus gleichem Grunde, wie vorhin, ist nun auch 
hier /J» + öy = , und eben so />' + ^g' — 0, etc. 
und man gelangt daher durch Addition der beiden Glei- 
ohungen zu derselben Gleichung der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten, wie vorhin. 

Ist einer der beiden Körper, z. B. b^ unbeweglich^ 
so sind ^,7',.** 7i9 9^2 9*-*==0» Hiermit wird die zweite 
jener Gleichungen von selbst erfüllt. Weil aber stets 
p = qy p'^=:q\ etc. so sind auch /?,/?',... = 0. Hier- 
durch reducirt sich die erste Gleichung auf 

4* 



56 Zwdter TheiL Zweitai KapiUL 

niemals den Pankt j^ (§• 192. a.), abo anch mcht 
das System, ta Bewegmig setzen; niittiin können es 
auch nicht die mit P gleichwirkenden P^, P.^^..i 

Im dritten Falle ist 2P^p^z=zPp+Qy^ und daher 
Pp + Qf/=:0. Man nehme den Angriffspunkt B der 
Kraft Q unbeweglich an, so wird f=Oy folglich auch 
p = Oj d. b. die Kraft P^ welche von den zweien F 
und Qj bei der angenommenen Unbeweglichkeit von 
B, allein noch thätig seyn kann, vermag keine Bewe- 
gung zu erzeugen (vor. Fall). Es muss mithin mög- 
lich seyn, an B eine Kraft ^ anzubringen, welche, 
wenn B wieder beweglich gesetzt und Q weggelassen 
wird, der P das Gleichgewicht hält (§. 190. III.). 
Hiemach ist Pp + ^/ = (§. 210.), folglich df 
-^^^=0. Da nun Q und — ^ auf einen und den- 
selben Punkt B wirken und daher auf eine einzige Kraft 
reducirt werden können, so halten sie in Folge letzte- 
rer Gleichung einander das Gleichgewicht (vor. Fall); 
mithin sind auch Pj ^, Q, — ^y d. i. P und Q, also 
auch die damit gleichwirkenden P^y Pz^*»* im Gleich- 
gewichte. 

II. Wenn auf zwei Körper a und b des Systems 
resp. die Kräfte jP^, Pa,... und Q^, ö^,.«. wirken, 
und 2/'i/?i+^öiJ^i=0 ist, so herrscht Gleichge- 
wicht. '•• 

Beweis. Man nehme b unbeweglich an, so wer- 
den 7x, ^2 9*«* =0, und die Gleichung reducirt sich 
auf :^Pi/?ji=0; mithin findet dann Gleichgewicht statt 
(I). Setzt man hierauf b wieder beweglich, ohne je- 
doch die Kräfte öu öav ^^^ ^ wirken zu lassen, 
so muss es möglich seyn, an b eine oder zwei Kräfte 
Q und ^ anzubringen, wodurch das Gleichgewicht er- 
halten wird. Bei dem hinsichtlich seiner Beweglichkeit 



Gldcbgewicht bei mdixem Terbnndeiien Köipen. " 07 



\deder in den anfänglidieli Zustand versetzten Systeme 
ist daher 2/»^/^! +Öy+ Ö'/ =0 (§• 210.), folglich 
auch 2Qifi -^Qq — QV = ^9 woraus vir schliessen, 
dass die auf b wiricenden Kräfte ^^ , $2 ,«•• — €9 — €' 
für sich im Gleichgewichte sind. Da es nun auch P^^ 
P2,.«. Q, ^ an a und b sind, so können auch alle 
diese Kräfte in Vereinigung, d. i. P^^ /'av €1, 
Qs,«-*, keine Bewegung des Systems hervorbringen. 

IIL Wenn auf drei Körper a, b und. o des Systems 
die Kräfte P^, Pa,--; öi ^ Öav »»d Ä,, Ä^,.^. 
wirken, und ^Pi p^ + ^öi y/ + ^Rxr^ =0 ist, so 
findet Gleichgewicht statt. 

Beweis. Man lasse c unbeweglich i^erden, so 
werden r,, r2,... = 0, also ^P^/?! +-5Ö^ y^ =0, 
und das System ist nach vorigem Satze im Gleichge^ 
wichte* Giebt man hierauf dem c seine Beweglichkeit 
wieder, entfernt aber die ursprünglich auf o wirkenden 
Kräfte R^^ R^^..\y so wird man das Gleichgewicht 
erhalten können, indem man an c zwei Kräfte R und 
R ^ oder audi nur eine, anbringt. Alsdann ist folg- 
lich bei jeder Verrückung desSystems: 2P^p^ -|- 2Qj^ q^ 
+ Rr + R^r^ = 0^ mithin ^Ä^r^ — Ar— ÄV=0^ Es 
müssen daher an e die Kräfte Rg^ Rzy* — Ry — R^ 
für sich im Gleichgewichte seyn. Hieraus aber folgt 
in Verbindung mit dem Gleidigewichte zwischen P^, 
Pzy* Qu ^a,**« R9 R^ das ZU erwciseude Gleich* 
gewicht zwischen P^, P^j*^* Q19 Qzy» Ri$ j^a,*«« 

IV* Wirken auf .mehrere oder alle Körper des Sy- 
stems Kräfte^ und besteht zwischen diesen Kräften die 
Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, so ist das 
System im GleiÖbgewichte« 

Beweis. In L, IL und IIL wurde dieser Satz für 
die speciellen Fälle dargethan, wionn auf einen, zwei, 
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uilur drei Körper des Syatems Kräfte idrkeD« Ebea 
HO über, wie dabei ron einem Körper auf zwei, aal 
vou aweieii auf drei gesohlossen wurde ^ so läast siok 
von ilreieu auf vier u. b. w. und sqletst auf alle Kö^ 
pt^r di^ 8jniteiiit ein Sohloss raaohen« 



f. 213. 

^\a« dtr GteMraBfc der nrtnellen Geediwindigkei- 
1^«« hKK^Vmi «ie für «nen einxigen frei bewegliehen 
Körper fMU wurden in f. 182. und §• 184. durch !■- 
t^^i'AllMU »wei ^^luctionen abgeleitet, deren jede beim 
Wu«t«kude des» Cileiehgewiofats ihren grossten oder klein- 
«Ivu W«trtli erreiohte. Da nnn, wie jetzt erwiesen wc»- 
deu% die («leiohung der Tirtndlen Gesehwin^giceittii 
aueb auf Jedes System mit dnander Terbnndener Kör 
pi^r anwendbar ist^ so werden die dort gefimdenes 
l^iuetlonen audi gegenwärtig Slaxima odek Minima 

US» üt daher j um nnr der ersten dieser Fnncfio- 
ueu SU gedfiolten, M jedem Systeme ron ESrpern^ 
m^fteAes im Zustande des GleieAgewicAu sieh bejfmdety 
oHe Summe der Breduete aus jeder- Kre^ m die 
.tÜHfferming ihree Angriffsptmktee von einer nnbe- 
^egliohen auf der Riehtcng der Kraft normalen Ebene 
4f* 176. 2^.), oder, was dasselbe ist, ^an einem un^ 
.beweglichen in ihrer Richtung heliehig genommenen 
JSmh:te ein Maximmn oder Mmi$mum; d. b. bei je 
«wei YerriielLnngen, von denen die wie aadi dem ent- 
l^engesetsten Sinne der andern gesdiieht, nimmt 
diese Summe zugleich ab oder zugleich zu; 

Wir sahen femer (ebend.), dass je nachdem diese 
bei der Varrüeknng eines freien Körpers ans 
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EU 

, dei.Lage des GMchgewidita ab filffi^ilili oder lli- 
' ^ iwfcnrti sich darstellte, die Kräfte den Körper entweder 
^yki seine aafängliphe Lage zärückiabriDgeii^ oder noob 
weiter davon ku entfernen strebten, und wir nannten 
Uernach das Gleiebgewicht im erstem Falle aicher, im 
letztern unsicher. Dieselbe Eigenschaft des Gleicbge- 
iriohts findet nun auch bei mehrern mit einander ver- 
bandenen Körpern statt« Einen sehr elementaren Be- 
^ treis dieses Satzes, so wie des Princips der virtuellen 
* Geschwindigkeiten selbst, bat Lagrange gegeben "% 
indem er ^ von den einfachsten Eigenschaften des Gleirii« 
' gewichts an einem vollkommen biegsamen Faden aus« 
gehend, mit Hülfe eines solchen um Flaschenzüge ge- 
legten Fadens alle auf die Körper wirkenden Kräfte 
durch eine einzige vertreten läset Einen ähnlichen Be* 
weis enthält der folgende §• , nur dass hier ausser den 
Sätzen vom Gleidigewichte an einem Faden noch die 
Lehre vom Mittelpunkte paralleler Kräfte zu Hülfe ge* 
nommen worden ist. 

§. 214. 

Auf die Punkte ^, A\ A'\.,. (Fig. 52.) eines 
oder mehrerer auf irgend eine Weise mit einander ver- 
bundener Körper wirken die Kräfte P, P^y P"^... nach 
den Richtungen^/; AF\ -rfF'',*.., so dass iP, F\... 
beliebig in den Richtungen genommene Punkte sind« 
Statt nun die Kräfte auf Aj jV^ ... unmittelbar wirken 
zu lassen, wollen wir in jP, jP^,... unendlich kleine un- 
bewegliche Ringe anbringen^ an den beweglichen Punk- 
ten Ay A'j.^m Fflden anknüpfen, diese rOsp. durch die 



i 



*) Ldgrange M^caniqae analytiqae, nonv. ddit« tome h page 23 
et 71. 
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Ringe in P^ F'... leiten und an den andern Baden F 
Oy G%... der Fäden die Kräfte Py P',... nadi denf 
verticalen Richtungen PG^ P'G\...j als angehängte 
Gewichte, wirken lassen. Denn es wird späterhin 1m> 
wiesen werden, dass somit die Punkte ji^ JTy, ebei 
60 getrieben werden, als ob an ihnen selbst die Kräfte 
Py P\... nach den Richtungen AFy A'P\ . . . angebraeU |>6 
wären* Uebrigens sollen die Punkte &, G\... in ei* 
ner horizontalen Ebene enthalten sejn, so dass, wen 
sie sich um ein unendlich' Weniges in verticaler Rieb* 
tung auf- oder niederwärts bewegen^ ihre gegenseiti- 
gen Abstände GG\..0 als constant bleibend angesehei 
werden können. 

Statt aber in G und G' die Gewichte P und P 
anzuhängen, kann man auch G und €f^ durch eine 
steife gerade Linie verbinden und in dem Punkte H 
derselben, welcher der Schwerpunkt von jP und /''ist, 
ein einziges Gewicht QxssP + P^ anbringen. Man tliiie 
dieses, verbinde hierauf eben so die Punkte £F and 
G'^ durch eine steife Gerade und substituire in dem 
Plinkte / dieser Geraden, welcher der Schwerpunkt 
der in JB und G'^ befindlichen Gewichte Q und P' ist, 
statt dieser Gewichte, also statt P, P^ und /^, m 
einziges Ils=sQ + P\ Man ersetze ferner die Gewidite 
jB und P'" durch ein Gewicht S im Punkte jKT, wel- 
cher in einer von / bis G^^ zu legenden steifen Ge- 
raden ddr Schwerpunkt von Jt und P^'^ ist/ und auf 
diese Art fahre man fort> bis man zuletzt auf ein Ge- 
wicht Pi gekommen, welches im Schwerpunkte G^ al- 
ler ursprünglichen PyP\ iP'',... angebracht, dieStdle 
derselben zu vertreten im Stande ist. 

Findet nun zwischen den auf das System der Kor- 
per wirkenden Kräften P, P... Gleichgewicht statt, 
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\a kann daher auch das mit ihnen gleichwirkende Ge- 
loht Pi keine Bewegung hervorbringen, so wird, 
enn man das System auf irgend eine mit der gegen- 
»tigen Verbindung der Körper verträgliche Weisse 
n ein unendlich Weniges verrückt, das Gewicht Pi 
»der sinken, noch steigen« Denn sinken kann es nicht, 
)il es bei seinem Bestreben zu sinken die Yerrük- 
ing, welche sein Sinken zur Folge hätte, von selbst 
rvorbringen würde, was dem vorausgesetzten Gleioh- 
>wichte widerstreitet. Das Gewicht kann aber auch nicht 
)igen, weil je zwei einapder gerade entgegengesetzte 
^rrückungen gleich gut möglich sind, und weil es 
i einer Verrückung, die derjenigen, bei welcher es 
»gt, entgegengesetzt ist, um eben so viel sinken 
irde, welches nach dem eben Bemerkten nicht mög- 
ihist 

Die Tiefe des Gewichts P^ unter irgend einer über 
Dd liegenden horizontalen Ebene ist daher beim Gleich- 
»wichte im Allgemeinen entweder ein Maximum, oder 
tk Minimum, und zwar ersteres, wenn es, sobald das 
rstem nach demselben Sinne zu, oder Jiach dem ge- 
de entgegengesetzten, noch weiter verrückt wird, zu 
ßigen anfängt; letzteres, wenn es unter denselben 
nständen zu sinken beginnt. Da es nun bei seinem 
rtwährenden Streben zu sinken im erstem Falle zu 
iner anfanglichen grössten Tiefe wieder herabzukom- 
en und damit das System ia seine anfängliche Lage 
rückzubringen strebt, im letztern dagegen sich von 
inem anfänglichen höchsten Stande und damit auch 
s System von der Lage des Gleichgewichts immer 
ßhr zQ entfernen sucht, so ist beim Maximum der 
iefe das Gleichgewicht sicher, und beim Minimum un- 
;her* 



I 
« 
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welohe jeder Körper des Systems für sich ins Gleich- 
gewicht gebracht wird. Man sieht aber leicht^« wie diese 
letztem Bedingungen, und damit auch die erstem, 
durch Hülfe der Analysis immer gefunden werden kön- 
nen. Nachdem man nämlich in' den Verbindungspunk- 
ten je zweier Körper zwei Gegenkräfte, als ihrer In- 
tensität nach and auch wohl zum Theil oder ganz ih- 
rer Richtung nach unbekannte Kräfte, in Gedanken 
hinzugefügt hat, stelle man für jeden einzelnen Körper 
die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts zwischen 
den auf ihn unmittelbar wirkenden Kräften und den an 
ihm hinzugefugten Gegenkräften auf, eliminire aus die- 
sen Gleichungen die von den Gegenkräften herrühren^- 
den unbekannten Grössen, und die somit hervorgehen- 
den Gleichungen werden die gesuchten Bedingungen 
für das Gleichgewicht des Systems darstellen« Nach- 
folgende Beispiele werden dieses Verfahren in volles 
Licht setzen. 

§* 216. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften zu finden, welche auf vier Kugeln 
a, ßj y^ d wirken, von denen sich a und /?, ß und /, 
y und Ss ^ und a berühren. 

Auflösung. Seyen A, By C, 1) (Flg. 53.) die 
Mittelpunkte von a, ßy y, d, und iP, 6r, ff, I die vier 
Berührungspunkte in der gedachten Folge, so ist AI=: 
AF =: dem Halbmesser von a, BF = BO = dem 
Halbmesser von ß, u. s. w. Ferner liegt F mit A und 
B in der gemeinschaftlichen Normale der Kugeln a 
und ß bei ihrer Berührung in F^ eben so geht die Ge- 
rade BG durch G und ist die Normale der sich in G 
berührenden ß und y, u. s. w. Die in jP an ce und ß 
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anzubringenden Gegenkräfte, oder die. Pressongen, 
welche a von ß und ß von a inF erleiden, haben dem- 
nach die Richtungen FA und FB^ die Intensität jeder 
derselben sey n, die als negativ zu betrachten ist, 
wenn die Richtungen den vorigen entgegengesetzt, und 
daher JiF und BF sind« Auf gleiche Art sey 6 die 
gemeinschaftliche Intensität der zwei in G an ß und y 
nach den Richtungen GB und GC anzubringenden 
Gegenkräfte. Dasselbe bedeuten e und d ftir die Be- 
rührungen in Bt und /• 

Aii der Kugel a mfissen nun die unmittelbar auf 
sie wirkenden Kräfte mit den Pressungen d und a, 
welche sie in / und F nach den Richtungen lA und 
FA erleidet, im Gleichgewichte seyn« Da aber diese 
Richtungen in A zusammentreffen, so müssen auch 
die unmittelbaren Kräfte an a sich zu einer durch A ge- 
henden Kraft p zusammensetzen lassen« Diese Kraft 
p muss wegen ihres Gleichgewichts mit ä und a in der 
Ebene DAB enthalten seyn, und es muss sich, wenn 
AP die Richtung dtoselben ist, verhalten '(§* 28. e.)i 
(a) diaip = fAnPABimkDAPimiDAB 
Aus gleichen Gründen müssen die drei Systeme 
der auf die Kugeln /?, y, S wirkenden Kräfte einfache 
Resultanten {r, r, s haben, welche resp. durch B^ C, D 
gehen und in den Ebenen ABC^ BCD^ CDA liegen, 
und es müssen, wenn BQ^ CB^ DS die Richtungen 
derselben sind, die Proportionen erfüllt werden: 
{ß) a:6i^ z= smQBC : sin ABQ : sin ABC 
ly) 6ieir=sukBCDiBmBCBiBinBCD 
{S) e:dis=BmSl)A.sinCDSiBinCDA. 
Nach Elimination von a, 6y e, d folgt hieraus zuerst 
eine Bedingungsgleichnng für die Richtungen der Kräfte 

H 5 
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sin PAB mkQBC tänBCD ÄnSDA _^ 
*• wiDAP'miABamiBCB ' fän CDS ' 
und sodaim das gegoiseitigf) YerbältnUs der Kraft» 

p und ^^ 

TF sin DAB sin ABC 

"• '"'^'^^smDAP'üi^WC' 

und eben so durch gehöriges Vertauschen der Buch- 
staben die Verhältnisse ^ : r und ns. 

Alles dieses zusammengefasst» hat man folgende 
vier Bedingungen des Gleichgewichts: l)- bei jeder der 
vier Kugeln müssen die auf sie wirkenden Kräfte eine 
durch der Kugel Mittelpunkt gehende; Resultante ha- 
ben; 2) jede dieser Resultanten muss pii^, den Qlittel- 
punkten der zwei anliegenden Kugeln in einer Ebene 
enthalten se jn ; 3) zwischen den. Richtungen der Resul- 
tauten muss noch die Relation L, und 4). zwischen den 
Intensitäten derselben müssen die Verhältnisse II. he- 
stehep; « . , 

f 217. 
Zusätze« a. Ist eine der vier Kugeln, z« B, d^ 
unbeweglich, so kommt das partielle Gleichgewicht von 
S nicht mehr in Rücksicht. Von den vier Proportionen 
(a). «.(<!) sind daher bloss die di^ibi ersten zu beachten, 
woraus sich die Verhältnisse zwischen /?, ^ und r, wde kk 
IL ergeben; die Bedingimgsgleichung L aber fällt weg* 
Auch lässt sich dann statt der Kuget^irgend ein anderer, 
die Kugeln a und y berührender, unbewegGchOT Kör- 
per setzen, und die Berührungspunkte mit demselben, 
/ und ffy können auch so liegen, dass die Normalen 
AI und Cff sich nicht mehr in einem Punkte B tref- 
fe. Begreiflich sind dann TAB und BCH die Ebe- 
nen, in welche p und r foUen müssen ,^ und eben se 
hat man in den Proportionen II. bei den Winkeln BAß, 
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DAP Dm I und bei ECDj BCD Din B zu ver- 
wandeliu 

6. Nimmt man zwei Kugeln d und y unbeweglich 
an^ oder berühren zwei bewegliche Kugeln a und ß 
überhaupt zwei unbewegliche Flächen, oder auch nur 
eine, in / und Gy sich selbst aber in /^ sc müssen 
beim Gleichgewichte die auf a und ß wirkenden Kräfte 
p und ^ resp, durch A und B gehen und in den Ehe« 
nen lAB und ABG liegen, und es muss sich zufolge 
der Proportionen (a) und (ß) verhalten: 

BUklAB uin ABG 
'^ ' ^^ BialAP' uinQBG ' 

f. 218. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Oleichgewichts 
zwischen vier Kräften p^ q^ r, 9 zu finden, welche auf 
die Ecken eines Vierecks ABCD wirken, dessen Sei- 
ten von unveränderlicher Länge, dessen Winkel aber 
veränderlich sind. 

Auflösung. Ein solches Viereck ist offenbar das 
von den Mittelpunkten der so eben betrachteten vier 
Kugeln gebildete, da bei den mögfichen Veränderuit- 
gen der gegenseitigen Lage der Kugeln die Winkd 
DAB , ... im Allgemeinen sich ändern, die Seiten ABy ... 
aber constant bleiben, indem AB =± der Summe der 
Halbmesser von a und /9, n. s. w. Die gesuchten Be^ 
dingnngen des Oleichgemichts werden daher mit den 
vörldn für die Ejräfte )9, • • ' gefundenen identisch seyn. 
Deira obsdion zwischen den Seiten des Vierecks , wel- 
dies von den Mittelpunkten if,...2> der vier Kugeln 
gebttdet wird, stets die Relation AB+ CD = BC'J^ 
BA obwaltet, so begrieift man doch leicht, dass diese 
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, MD PJB wküBC tmBCD sna&DJ[_^ 

■• üaJJAF ' nu3m' »mBCB ' sin CDS~ ' 

und sodaim das gegenseitig« Yerbältnigs der Kräfte 

p und gx- 

„ Bin DJB BtnABC 

und eben so durch gehöriges Vertauschen der Buch- 
staben die Yerbältnisse f : r und r : /• 

Alles dieses zusammengefasst^ hat man folgende 
vier Bedingungen des Gleichgewichts: i)* bei jeder der 
vier Kugeln müssen die auf sie wirkenden ßräfte eine 
durch der Kugel Mittelpunkt gehende. Resultante ha- 
ben; 2) jede dieser Resultanten muss jnitL den Qlittel- 
punkten der zwei anliegenden Kugeln in einer Ebene 
entbalten se jn ; 3) zwischen den. Richtungen der Resul* 
tauten muss noch die Relation L, und 4). zwischen. den 
Intensitäten derselben müssen die Verhältnisse IL be- 
stehep; «... 

f 217. 

Zusätze, a. Ist eine der vier Kugeln^, z. B. ^, 
unbewegKeh, so kommt das partielle Gleichgewicht von 
i nieht mehr in Rücksicht Von den vier Proportionen 
(a).«. (j) sind daher bloss die di^ ersten zu beachten, 
woraas sich die Verhältnisse zwischen /9,^ undr^ wie in 
II. ergeben; die Bedingungsgleichung L aber fällt weg* 
Auch lässt sich dann statt dei^ Kugel: Nirgend ein anderer, 
die Kugeln a und y berührender, unbeweglicher Kör- 
per setzen^ und die Berührungspunkte mit demselben, 
/ und ffy können auch so liegen, dam die Normalen 
AI und CJEF sich nicht mehr in einem Punkte j9 tref- 
fen. Begreiflich sind dann TAB und B€H die Ehe- 
neu, in welche p und r fallen müssen, und eben aa 
hat man in den Proportionen IL bei den Winkeln J^Aß, 
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By C^ Dy und man wird somit zn denselben Bedingnn- < 
gen des Gleichgewichts des ganzen Systems, wie vor- 
hin« geführt. 

f. 219. 

Znsätze. a. Sind das Tler^ck ABCD und die 
resp. durch Jf, B^ C gehenden und in deü Ebenen 
BABy ABCy BCD enthaltenen Richtungen AP^ BQ^ 
CR von Pj ^y r willkührlich gegeben, so kann man 
mittelst der Gleichung I^ die in der Ebene CDA durch 
B zu legende Richtung von / und mittelst der Pro- 
poMionen IL die Ydrhältniieise abwischen den Intensit&- 
ten'Toh /9)..w# finden« 

-Dasselbe lässt sich auch leicht durch Construction 
bewerksteHigen.' Denn da am Punkte A die nach BAj 
BAy AP wkenden Kräfte d^ a^ p im Gleichgewichte 
sind, so kann lAan mit einer witiktihrli'ch angenomme- 
nen Intensität Ton p ddrch' Cönbtru<ötion eines Parallelo- 
gramms (§.28«<r.) die Intensitäten von d und a finden. 
Am Punkte jff ' nnd idie Kräft'e a, 6^ ij nach den Rich- 
tungen AB^ CBy BQ im Gleidhgewichte, und man er- 
hält daher mit der gefundeneü Intensität von a durch 
Construction eines zweiten Parallelogramms die Intensi- 
täten von 6 und 7. Auf gleiche Weise ergeben sich 
mit 6 am Punkte C die Intensitäten von o und r, und 
endlich am Punkte Bj wo die nach ihrer Intensität 
und Richtung nun bekannten e und d mit / das Gleich- 
gewicht halten, die Intensität und Richtung von s. 

b. Da die 4 Kräfte py» auch dann noch im 
Gleichgewichte sind, wenn die Theile des Systems, 
worauf sie wirken, ihre gegenseitige Lage nicht ändern 
können, so müssen die Richtungen der Kräfte eine hy- 
perboloidisohe Lage gegen einander haben, so dass 
jede Gerade, welche drei derselben trifi%, auch der 
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Eigenthümlichkeit auf die Bediogimgen des Gleichge- 
wiohts keinen Einfluss haben kann. 

Will man unabhängig von dem Gleichgewichte der 
Kugeln die jetzt vorgelegte Aufgabe lösen» so betrachte 
man das Viereck ABCD als ein System von 8 Stü- 
cken, nämlich von 4 Punkten und 4 Linien: Aj ABy 
Bj BC^ C^ CDy J9, DA, die in der jetzt genannten 
Ordnung, jedes mit dem nächstfolgenden und das letzte 
mit dem ersten, verbttbden sind. Die 4 Kräfte /9,^,r,^ 
sind nun unmittelbar aÄ den 4 Punkten A^ Bj Cy D 
angebracht, und auf die 4 Linien wirken daher bloss 
Pressungen, nämlich zwei' auf die zwei Enden einer 
jeden. Aa jeder Linie müssen diese zwei Pressungen 
sich das Gleichgewicht halten und folglich einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. Ist also a die 
Pressung, welche die Linie AB am Ende A nach der 
Richtung AB erfährt, so wirkt auf das andere Ende 
B eine Pressung a nach der Richtung BA. Gleicher 
Weise sey b jede der beiden Pressungen auf die En- 
den B und C von BC ^ und BC und CB seyen ihre 
Richtungen; u. s. w.^: 

Nachdem somit das Gleichgewicht der 4 Linien 
ausgedrückt worden, ist es noch übrig, das Gleichge- 
wicht jedes der 4 Punkte zu berücksichtigen. — Auf 
den mit den Linien DA und AB verbundenen Punkt 
A wirkea nach dem Gesetze der Gegenkräfte zweiPres- 
simgjD^ d und a nach den Richtungen DA und BA^ 
und ^iese müssen im Gleichgewichte seyn mit der an 
demselben Punkte unmittelbar angebrachten Kraft p. 
Die Richtung von /?, welche AP sey, muss daher in 
die Ebene DAB fallen, und es [muss die obige Pro- 
portion (a) statt finden. Auf ähnliche Art verhält es 
siidi . mit dem Gleichgewichte der drei übrigen Punkte 
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enten durch Gerade von -UDT^äiiderlieh A» Ubi^ vet- 
bindet, die Wiidtel dieses Vieredui aber terSade^lieh 
seyn lässt. ■ ':■•■.■ . *. * ♦•■ i 

Auf solobe Weise sind die Kräfte '/p,^^* r^n« am 
Tierecke ABCD sowohl ^ als am Vierecke PQRSy die 
Kräfte p^ ^j^^r an jedem 'der beiden Vierecke ABSR 
und PQDCj nnd die Kräfte /9, r^, ^, # an den Vier- 
ecken ARQD und PCBS im Gleichgewichte. 

f. 220. 

Eine nähere Betraohtnng wollen wir noch dem spe- 
oiellen Falle widmen, wenn das r Viereck ABCD ein 
ebenes ist. Da alsdann die Ebenen DAB^ ABCj etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten seyn 
müssen, mit der Ebene des Vierecks msammenfallen, 
so müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Glriohungen I. oder P. 
für die Richtungen und die Verhältnisse IL oder 11^ 
zwischen den Intensitäten der Kräfte, bleiben unge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn,- von diesen Formeln ftir 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizuf&gen. 

Bezeichnen p, q, r, s die Vf^inkel, welche die Rich- 
tungen der Kräfte /»,../ mit eineif in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen. Gleicher Weise 
seyen a, b, e, 4 die Winkel der Linien AB^ BCj CO^ 
DA mit Jener Axe und Op 6y Cy d die Pressungiw, 
weldie dieselben Linien ABj v. • resp. in d^nt ' Enden 
Ay B, Cy D aaeli Aen KmlAmtsen^ABy BC^^*.^ erlei- 
den, also — n^ ^^iy -^c, -^i? die' Prisssilngen auf 'die 
andern ' Enden jB^ C^ 19, A der : Linien ' '^^, •. • nach 
denselben RiebtiiDgen ABy.i. ; .Auf den Punkt A mr^ 
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tieften begegnet (f. 99. 0.). Hiermit lässt sieh biib 
den Richtungen uiP^ BQy CR die Richtong DS^ ohne vor- 
her die Verhältnisse zwischen den Kräften py q^ r und 
den Pressungen Uy by Cy dl bestimmt zu haben, folgen- 
dergestalt sehr einfoph finden. — Mail ziehe eine Ge- 
rade (y welche JtPy B(^ CM s^ugleioh sohneidet^ und sey 
S dar Durohsphnitt von / mit der Ebene CDA, Da 
nun / und / sich gleichfalls treffen miissen^ und / in 
der Ebene CDA liegt, 90 ist DS die gebuchte, 
tung von /• 

Weil übrigens die Riditung der Kraj^ m durch 
gegebenen Stücke nur auf Eine Weise bestunmt ist, 
so muss jede andere Gerade f^ welche den dreien APy 
BQy CR zugleich begegnet, die Ebeiote CDA in ei- 
nem Punkte der DS treffen^ Dasselbe folgt a^e^ leicht 
aus der Natur des hyperbolischen Hyperboloids, Eine 
solche Fläche Jcann nämlich auf doppelte, Weise durch 
Bewegung einer Geraden erzeugt werden (f • 99. a), 
so dass eis zwei Systeme von Geraden giebt, derra je- 
des die ganze ij^lädie erfüllt Jede Gerade folglich, 
welche drei Gerade des einen Systems triffii^ schneidet 
auch alle übrigen Geraden desselben Systems und ge- 
hört zu den Geraden des andern Systems. Nun wird 
offenbar jede der drei Geraden ACy BDy l von jeder 
der 4 Geraden APy BQy CRy DS geschnitten. Nimmt 
man daher ersiere drei als 3 Gerade des einen Systems, 
80 gehören letztere vier zu dem andpm Systeme. Jede 
andere Gerade fy welche APy BQy CR zugleich schnei- 
det, gehört daher zum ersten Systeme und schneidet 
folglich auch die vierte Gerade DS des zweiten Systems, 
d. h. sie trifft die Ebene CDA in einem Punkte der DS. 

c. Seyen P und R die Punkte, in denen BD von 
den in den Ebenen DAB und BCD liegenden AP 
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und CR geflohBittOB i^ird, und eben so werde AC von 
BQ und DS in Q und S geschnitten. Da also die 
vier byperboloidisoh gelegenen jiPy BQ^ CB^ DS der 
AC in A^ Ü^ C; S und der BD in jP, B^ B, D be- 
gegnen, m TeriiUt sidi (f. 102. (er)): 

^^Aa A8_PB PD BP BB 



d. h. ^C würd von den Riohtongen der fy s nach dem* 
selben Doppolverhältjiisse, wie BD von den Richtun- 
gen der py r, getheilt. Und audi hiermit kann man. 
wenn von den Richtungen der Kräfte irgend drei^ also 
3 der 4 JPuiikte /*, Q^ /(, S gegeben sind^ den vier- 
ten Paukt und damit die Richtung der vierten Kraft 
findefa. — Uebrigens ergiebt sich diese Proportion auch 
uuniittelbar aus der Gleichung L Denn es verhält sich: 

sin PAB.wiDAP^^: ^. 

AetmUchttrweifle kann man auch die fibrigen Ver- 
hältnisse in JU ausdrüeken, und wenn man alle diese 
Verhältnisse verbindet, so 'kommt man auf die Pro- 
portion P. smriick« \ 

Nach §« 1<K2. Ji^t man femer für das Veriiältniss 
der Büräfte p und gi 

IL JL—^^ P^ 

ap'bq—j&'bd' 

Daseelbe VerbUtniss folgt auch aus den Propor- 
tionen II* Denn weil 

maDAB.maDAP=^^.^, 

und fmABCxmiÜBC^^i^, 
so verhält «ich nach IL 
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Die entgegengefiotzten Kräfte p uni r srnd daher 
einander gleich, nnd eben eo mfissen andi if nnd # 
einander« gleich seyn« .. 

Diese Gleichheit fliesst unmittelbar auch ans der 
nöthigen Fortdaner des Gleichge\nohts, wenn die ge- 
genseitige Lage Ton A^ By Cy D ganz unveränderliob 
angenommen wird. Ueberhaupt folgt dapans, dassi 
wenn drei der vier Kräfte sich in einenii Punl^te schnei- 
den, anch die vierte diesen Punkt treffen mnss. Wird 
nun der Schneidepunkt der Diagonalen zu diesem 
Punkte genommen, so fallen die Kräfte /9, r, also auch 
ihre Resultante, in die Diagonale ACy und die Kräfte 
^, /, so wie ihre Resultante, in die Diagonale BD. 
Diese zwei Resultanten können aber nicht anders im 
Gleichgewichte sejn, als wenn jede von ihnen null ist; 
mithin müssen p und r, und eben so g und m einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. 

3) Ist das Viereck ein Parallelogramm, so wird das 
Yerhältniss der nach dem Mittelpunkt desselben ge- 
richteten Kräfte: 

0» = r) : (jr = /) =^C : BD. 

9 

f. 224. 

Auf ganz, ähnliche Art, wie bei einem Yiereckei 
lassen sich auch bei einem mehrseitigen Vielecke, des- 
sen Seiten von constaoter Länge, die Winkel aber 
veränderlich sind, die Bedingungen ausdrücken, denen 
Kräfte, an den Ecken des Vielecks angebracht, beim- 
Gleichgewichte unterworfen seyn müssen. Es musfl 
nämlich jede Kraft besonders mit den zwei Pressungen 
im Gleichgewichte seyn, welche die Ecke des Viel- 
ecks, aufweiche die Kraft zunächst wirkt, von den zwei 
anliegenden Seiten erleidet, und an jeder Seite müssen 



sidi die um Fiemamgen auf die Enden d^ Seite das 
Gleichgewicht halten. ffieraoB flieisen aber die Bedia- 
gongen: dass 1) jede Kraft ikiit den zwei anliegenden 
Seiten in einer Ebene enthalten sejn muss, nnd dase 
2) , wenn jede Kraft nach den zwei anliegenden Seiten 
in zwei zerlegt wird^ je zwei der eonit entstehenden 
Kräfte 9 welche auf die beiden Enden einer Seite wiru ' 
keoy einander gleich und entgegengeeetzt sejn müssen. 

Sind daher das Vieleck und die lUchtongen der 
KrBfte, bis auf eine, gegeben, so kann man eben so, . 
wie iB 'f. 219« a., die nodi fibrige Richtung nnd die 
Teriiältnisse sämmtlioher Kräfte zu einander bestim-' 



mrd bloss die noch fehlende Iticbtnng verlangt^ 
md ist das l^eleck in einer Ebene enthalten, so kann 
man ähnlicher Wdse, wie in f. 221., die Richtnng 
auch durch blosses Ziehen gerader Linien finden, wor- 
aus, da dieses immer auf mehrfache Art wAl bewerk- 
stelligen lässt, neue geometrische Sätze, das laegoi 
Ton Punkten in Geraden betreffend y hervorgehen« 

Seyen z. B. das FOnfeck ABCDE (Fig. 54.) und 
die Richtungen der auf Ay Bj C, D wirkenden Kräfte 
Pj 9j ^j ' gegeben, und werde die Richtung der an £ 
anzubringenden Kraft t gesucht. Bezeichnet man der 
Kürze willen die Resultante Ton p nnd y mit {pf)y die 
Resultante von /», 7, t mit ipfr)y u. s. w., so geht 
ans ähnlichem Grunde, wie beim Yierecke in §. 22i., 

(py) durch die Punkte p • f und EA * BCy 
(pgr) — — — (pf) T und EA • C©, 
(/i^#), also auch/, — — — (pfr)'svakä E. 

ffiermit kann man also nach und nach die Rieh- 
toagen von (^jr), {pgr) und t dnrch Ziehen von Ge- 
IL 6 



82 Zweiter Thdl* Drittel Kapild* 

raden finden. Auch kann man umgekehrt zuerst («r), 
hieraus {sry) und hieraus (srfp) oder t bestimmen. 

Ein noch. anderes Verfahren besteht* darin , dass 
man eben so, wie {p^)^ noch (yr) und (r#) sucht, 
hierauf (p^) durch {pv)'r und p*{yr)^ und (yr*) 
durch (gr)*» und 7 *(/"«) legt, und endlich zwei der 
drei Punkte {pgry*^ {p7)"{^*)9 P'iV^*) bestimmt. 
Denn diese drei Punkte sind in der gesuchten Richtung 
Ton t oder {pfrs) enthalten. 

Die aus diesen verschiedenartigen Constructionen 
moh ergebenden geometrischen Sätze mit Warten aus- 
audriicken, bleibe dem Leser überlassen. 

Sehr bemerkenswerth ist es noch, dass man zu 
dergleichen geometrischen Sätzen auch schon durch Be- 
trachtung eines einzigen Körpers und durch Zuhülfe- 
nähme des einzigen Satzes gelangen kann^ dass sich Ton 
drei in einer Ebene liegenden und sich in. einem Punkte 
schneidenden Geraden die eine, welche man will, als 
die Richtung der Resultante zweier nach den beiden 
andern Geraden wirkenden Kräfte ansehen lässt. 

Sind also z. B. /9, ^, r, g irgend vier in einer Ebene 
entbjtltene Gerade, und legt man durch die Punkte 
P*99 9 '^9 ^** in 'derselben Ebene willkübrlich drei 
andere Gerade (pq\ (9^^), (^')9 so kan^ man letztere 
Immer als die Richtungen der Resultanten von Kräften 
betrachten, welche die Richtungen yon p und ^, etc. ' 
haben. Hieraus kann man, wie vorhin, die Resultan- 
ten ipyr) und ifrs) bestimmen und damit 3 Punkte 
finden, deren jeder in der Resultante aller 4 Kräfte 
liegen muss, also 3 Punkte, die in einer Geraden sind. 
Der hieraus entspringende geometrische Satz fuhrt 
übrigens, gleich dem in §• 222. ^., und wie Fig. 55. zeig^ 
auf ein eingeschriebenes und ein umschriebenes Viel- 
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eeky von welchem letzteren die Diagonalen daroh die 

Durchsohnitte der gegenüberliegenden Seiten des er- 

Stern gehen* 

f 225. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleioligewiohts 
swisohen 4 Kräften jP, Q^ Rj S zu finden, welche auf 
die Seiten eines Vierecks ABCD wirken, (Fig. 56. )9 
dessen Seiten von constanter Länge ^ die Winkel aber 
veränderlich sind. 

Auflösung. Seyen P^ O^ J7, / die in den Sei- 
ten AByBCy etc. gelegenen AngriflfiBpunkte der Kräfte, 
und FK^ OL^ HM^ IN die Richtungen der letztern. 
Beim Gleichgewichte des Systems wirken nun auf die 
Seiten DA und AB im Punkte A^ in welehem sie 
mit einander verbunden sind, zwei einander gleiche 
und entgegengesetzte Pressungen, welche resp. ^ und 
— n heissen« Desgleichen wirken auf AB und BC in 
B zw^i einander gleiche und entgegengei^etzte Pres- 
sungen k und — k. Da nun an jedem Theile des 
Systems die auf ihn wirkenden Kräfte und Pressungen 
für sich im Gleichgewichte sind, 6o halten an der Linie 
AB die Pressungen — n und k der Kraft P das Gleich- 
gewicht, und es müssen daher die Richtungen der bei- 
den erstem der Richtung der letztern in einem und 
demselben Punkte begegnen. Sey Ä dieser Punkt, so 
fidlen — n und ^, also auch n und — ^, in AK und 
BK^ und es erhellet aus gleichem Grunde, dass AR 
der TN in einem Punkte Ny und BK der GIj in einem 
Punkte Ij begegnen mnss, und dass DN und C£t 
sich in einem Punkte JU der BJH schneiden müssen. 
Hie anf die Seiten BC und CD in C wirkenden Pres- 
soBgen fallen alsdann in UM, und die Pressungen anf 
dii Smten CD md DA m D fiEdlen in MN. 

6* 
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Eigenthümlichkeit auf die Bediogimgen des Gleichge- 
wichts keinen Einfluss haben kann. 

Will man unabhängig von dem Gleichgewichte der 
Kugeln die jetzt vorgelegte Aufgabe lösen, so betrachte 
man das Viereck ABCD als ein System von 8 Stü- 
cken, nämlich von 4 Punkten und 4 Linien: Ay AB^ 
By BCy Cy CDy Dy DA, die in der jetzt genannten 
Ordnung, jedes mit dem nächstfolgenden und das letzte 
mit dem ersten, verbünden sind. Die 4 Kräfte /9,^,r,« 
sind nun unmittelbar aÄ den 4 Punkten Ay By Cy D 
angebracht, und auf die 4 Linien wirken daher bloss 
Pressungen, nämlich zwei auf die zwei Enden einer 
jeden. An jeder Linie müssen diese zwei Pressungen 
sich das Gleichgewicht halten und folglich einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. Ist also a die 
Pressung, welche die Linie AB am Ende A nach der 
Richtung AB erfährt, so wirkt auf das andere Ende 
B eine Pressung a nach der Richtung BA. Gleicher 
Weise sey b jede der beiden Pressungen auf die En- 
den B und C von BC y und BC und CB seyen ihre 
Richtungen; u. s. w.^: 

Nachdem somit das Gleichgewicht der 4 Linien 
ausgedrückt worden, ist es noch übrig, das Gleichge- 
\ncht jedes der 4 Punkte zu berücksichtigen. — Auf 
den mit den Linien DA und AB verbundenen Punkt 
A wirkea nach dem Gesetze der Gegenkräfte zwei Pres- 
sungjD^ d und a nach den Richtungen DA und BAy 
und iX^^^ müssen im Gleichgewichte seyn mit der an 
demselben Punkte unmittelbar angebrachten Kraft p. 
Die Richtung von /?, welche AP sey, muss daher in 
die Ebene DAB fallen, und es [muss die obige Pro- 
portion {a) statt finden. Auf ähnlidbe Art verhält es 
siidi.mit dem Gleichgewichte der drei übrigen .Punkte 
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By Cy Dj und man wird somit' zn denselben Bedingun- 
gen des Gleichgewichts des ganzen Systems, wie vor- 
hin« geführt 

f 21». 

Znsätse« a. Sind das Tiereck ABCD und die 
resp. durch A^ By C gehenden und in den Ebenen 
DABy ABCy BCD enthaltenen Richtungen APy BQy 
CR von py 4jy r willkührlich gegeben, so kann man 
mittelst der Gleichung I. die in der Ebene CDA durch 
D zu legende Richtung von / und mittelst der Pro- 
poMionen IL die Tdrhältbiieise zwischen den Intensit&- 
teUToh /^v**' finden. 

-Dasselbe lässt sich auch leicht durch Construction 
bewerksteÜigen/ Denn da am Punkte A die nach DAy 
BAy AP wkenden Kräfte «f, cty p \m Gleichgewichte 
sind, so kann lAan mit einer willkührlich angenomme- 
nen Intensität Ton p ddrch Gbnbtruction eines Parallelo- 
gramms (§.28.dr.) die Intensitäten von d und a finden. 
kSBL Punkte^jff innd idie Kräfte a, by q nach den Rich- 
tungen ABy CBy BQ im Gleichgewichte, und man er- 
hält daher mit d&r gefundetoeü Intensität von a durch 
ponstructioü eines zweiten Parallelogramms die Intensi- 
täten von b und 7. Auf gleiche Weise ergebien sich 
mit b am Punkte C die Intensitäten von c und r, und 
endlich am Punkte H, wo die nach ihrer Intensität 
und Richtung nun bekannten e und d mit / das Gleich- 
gewicht halten, die Intensität und Richtung von s. 

b. Da die 4 Kräfte py • •* auch dann noch im 
Gleichgewichte sind, wenn die Theile des Systems, 
worauf sie wirken, ihre gegenseitige Lage nicht ändern 
können, so müssen die Richtungen der Kräfte eine hy- 
perboloidische Lage gegen einander haben, so dass 
jede Gerade, welche drei derselben trifft, auch der 
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vkH'fon Kv<^^m4 (^ ML ««V tfiemut lässi sich ans 
jh»t. Kft«lTfMf)^;Vfi «r« J^i/^TAdi« Riditiing />iSy ohne Tor- 
|.,s «^N X Ai^»i»)«iff»&^ t>iiMihea den RräfVen p^ ^, r and 
^, I'^.N^^Mticor ^ K 4\ ä Wstimmt zu haben, folsen- 
^l^^vfitif iMk|«i ^ifrtSift^ sbdeiL — Man ndie dae Ge- 
rrtf^t / ^M^lt^br X K J^ rJB satckioli adundet, aad sej 
A fi«% Aii.NxhiM^biiin ^^m • wk der Ekane CD-1^ Da 
Ml«« WM « «•«Ak f-ididMlk aiafiaa ibbsmb« md s in 
^ |:k«mv^ 4 /l <" Imc;« «r kc ^5 j&c Rendite Riab- 

^^> iQ^^^sMi^ Ar Rioiaiii^ aar Knfi s danab £c 
v«^««hK^vM $ti«^r nur au: Kinr Waua hvsämwi ist, 
^w. ««%»«cv i4«»i| HiuU«!Y iNteadr /« wküit den ^läca .AP, 
Mv < '^ «'i|«rMwa t«Q|4?:^iiiiii:. dir Eiiau CJBA ia m- 
r^tm t^MtKU «MC AS rtAM. naaaabu fak: aou leiam 
^#,<^ .i^- V«nv 4^ i:\wQlioiiiiahaL ^yf^^tiu^ik^ Eoic 
«.i^i^iAs^ VtMhr imM nHmhar aa: üwfiihi Waaif önna 
R-^^«ii?%»^ ^kinir %Mti^dia ariaiy wnisB ^ IL a^ 
H^ ^^r»* ^ c«^ ^^ iiia wi r twi. MmdaL mbc öbsvc ja- 
««^ «Ht .3nAn<«.r r^^M«!»« ar&ilW » l a df Mmör luuaicL. 
%^:^K. vi«^ t^^v^'k 4li^ «IHM ^»«sfttffBs TsifL «rsnafünr 
^i»-» ^U; «%v<<9hmM «^i^iimIm < ij< ff jra lhai 5Rsien» mit jbk 
Ks* ♦« ^f^ #^«ifM#i ^1^ aiutata. 5*>»4fcfcB*** Xut wirt 
^Ä>^sy4 V.IS*: ^»^^ •^^ «Äaraiiaa -fC ÄÄ / im j^^k 
^* . 4 Vi>^i««Ai A r. Äfe. T-fc /?Ä »»ttunicua« .Vünnr 
,^^. ^x^ <c58a«M ara aii S G<rad« ^» ei«» SrBtexas. 
v«^ jfl23»r TAT IX dam «ad«n Üv&jtxajt. Jede 



^^ ,^^. .^jirtäc /. ▼«üe yf/*, //<iJ, C/r rofdeich scbüei- 
^^nlc? daLtf aaio traKtea N/Kteiaa uad scLziedde*^ 



^^nlc? daLtf aaio traKtea N/Kteiaa uad scLziedde!* 

^ ^ arift ^ lifc^iia VhA ia eiaaia Puakte der DS 
, Siy« /' wa4 ft die Puakte, ia daaea Hn ™ " 



, _,-- /' «md /l die Puakte, ia deaea AO Ton 
^ Ä *• KlNmaii ÜJIJ uad //C'/> Uegeadea ^Z* 
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und M sich in einem Pnnkte der Diagonale AC begeg- 
nen, und daher S mit Q zusammenfallt^ 80 wird 

AQ.QC=ASi SCj mithin 
■ufblgeKaaeh.... BPiPD^BRiRD\ 

es fallen daher aueh P und jR zusammen, d. h. die 
auf A und C wirkenden Kräfte p und r schneiden sich 
alsdann in einem Punkte der Diagonale BD. 

Dasselbe folgt, wenn das Yiereck kein ebenes ist, 
nhen daraus, dass sich die Kräfte, wie an einem ein- 
fligen Körper, das Gleichgewicht halten müsi^n. Denn 
llUIi i9 mit Q zusammen,, so haben / und .7 eine durch 
^ gehende Resultante. Mithin müssen sich auch p 
mid r SU einer, dieser Resultante gleichen und entg»> 
gei^esetzten Kraft vereinigen lassen, und folglich in 
einer Ebene liegen« Schneidet nun diese Ebene die 
Diagonale BD im Punkte P, so sind, weil p und r 
mmf. in den Ebenen DAB und BCD Hegen mfissen, 
AP und CP die Richtungen von p und r. 

i 

2) Ist das Yiereck ein ebenes, und gehen die lUch- 
tuAgen dreier der vier Kräfte durch den Durchschnitt 
'2t der Diagonalen, so muss nach vorigem Satze auch 
lUe Richtung der vierten diesen Durchschnitt treffen. 
Alsdann sind/9 und r, so wie f und m einander direct 
entgegengesetzt, die 4 Punkte P, $, R, S coincidiren 
mit Z und es verhalten sich nach 11*: 

AZ.Z C BZ.ZD 

oder : -:-=^ _^ + _^, "S^+ZB^ 
ind eben so -..-=. ^g-+.^^:.^+^^. 
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Die entgegeDgesetzten Kr&fte p uni r sind daher 
einander gleich, und ebmi eo mässen andi g nnd m 
einander, gleich c^yn« 

Diese Gleichheit fliesst unmittelbar auch aus der 
nöthigen Fortdauer des Gleicbgemohts, T?enn die ge- 
genseitige Lage von A^ t^y Cj D ganz unveränderlich 
angenommen i^ird. tJeberhaupt folgt daraus, dass, 
wenn drei der vier Kräfte sich in einem Punkte schnei- 
den, auch die .vierte diesen Punkt treffen muss. Wird 
nun der Schneidepunkt der Diagonalen zu diesein 
Punkte genommen, so fallen die Kräfte /9, r, also aadh 
ihre Resultante, in die Diagonale ACy und die Kräfte 
f/y «, so wie ihre Resultante , in die Diagonale BD, 
Diese zwei Resultanten kennen aber nicht anders im \ 
Gleichgewichte sejn, als wenn jede von. ihnen null ist; \ 
mithin müssen p und r, und eben so g und m einander a 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. ■*■ 

3) Ist das Viereck ein Parallelogramm, so wird das ' 
Yerhältniss der nach dem Mittelpunkt desselben ge- 
richteten Kräfte: 

0» = r) : (jr= #) =^C : BD. 

§. 224. 

Auf ganz, ähnliche Art, wie bei einem Yierecke, 
lassen sich auch bei einem mehrseitigen Vielecke, des- 
sen Seiten von constanter Länge, die Winkel aber 
veränderlich sind, die Bedingungen ausdrücken ^ denen 
Kräfte, an den Ecken desi Vielecks angebracht, heim 
Gleichgewichte unterworfen sejn müssen. Es muss 
nämlich jede Kraft besonders mit den zwei Pressungen 
im Gleichgewichte seyn, welche die Ecke des Viel- 
ecks, auf welche die Kraft zunächst wirkt, von den zwei 
anliegenden Seiten erleidet, und an jeder Seite milsseo 
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.ersten durch Gerade von nnT^änderlichte Ua^ vef - 
bindet, die Winkel diese» Tiereeks aber Teräadteliob 
■ eeyn lässt. ■ • -i'^v . '. ■ »». 1 

. . Auf solche Weise sind die Kräfte '/p^-^^^ r^n« am 
Wetecke ABCD so'wofal, als am Vierecke /VStftiS», die 
Kräfte p^ q^ #, r an jedem 'der beiden Vierecke AB8R 
nnd PQDCy nnd die Kräfte py-r^ f^ 9 BSi den Vier- 
ecken ABQD nnd PCJBS im Gleichgewichte. 

f. 220. 

Eine nähere Betrachtnng wollen wir noch dem spe- 
oiellen Falle widmen , wenn das r: Viereck ABCD ein 
ebenes ist. Da alsdann die Ebenen DAB^ ABC^ etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten sejn 
müssen, mit der Ebene des «Vierecks zusammenfallen, 
80 müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gkiiohungen I. oder P« 
für die Richtungen und die Verhältnisse IL oder IP. 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben nnge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn,< von' diesen Formeln für 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizufQgen. 

Bezeichnen p, q, r, s die Winkel, welche die Rich- 
tungen der Kräfte /9,.*« mit einer in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder km machen. Gleicher Weise 
sejen a, b, hb, d die Winkel der Linien ^^f^, BC^ €Oy 
DA mit 'Jener Axe nnd n, ^, r, d die Pressungöi, 
welche dieselben • Linien AB^ v^ • resp. in ddn; ' Enden 
Aj B, Cy D <nae1| rden Richtungen. ^^^ BC^^,^ erlei- 
den, also — -o^ i^i^ '^Cj -^d^-die'PriDssilngien aiif^die 
andern Enden ' jB^ ^ iD, A der^ Linien |^:A,*.. niach 
ämselben Richtungen AB^.k. ; ,Aof dei^ JRnnkt utf wir- 
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raddn finden« Auch kann man umgekehrt zuerst («r), 
hieraus {sr^) und hieraus (n'fp) oder i bestimmen. 

Ein noch, anderes Verfahren besteht* darin ^ dass 
man eben so, wie {py)^ noch ('yr) und (r#) snöbt, 
hierauf {py^) durch {py)'r und p'ifr)^ und {^rs) 
durch {frys und 9^ '(/*') legt, und endKch zwei der 
drei Punkte {pfr)*Sy (py) * {rs)y p*{qr») bestimmt. 
Denn diese drei Punkte - sind in der gesuchten Richtung 
Ton t oder {pfrt) enthalten. ' 

Die i^s diesen verschiedenartigen Gonstructionen 
sich ergebenden geometrischen Sätze mit Worten aus- 
sudrücken, bleibe dem Leser äberlassen. 

Sehr bemerkenswerth ist es noch, dass man zu 
dergleichen geometrischen Sätzen auch schon durch Be- 
trachtung eines einzigen Körpers und durch Zuhülfe- 
nahme des einzigen Satzes gelangten kann^ dass sich von 
drei in einer Ebene liegenden und sich in. einem Punkte 
schneidenden Geraden die eine, welche man will, als 
die Richtung der Resultante zweier nach den beiden 
andern Geraden wirkenden Kräfte ansehen lässt. 

Sind also z, B. /», g^ r, $ irgend vier in einer Ebene 
entbl^ltene Gerade, und legt man durch die Punkte 
/9*^, g^r^ r*9 in 'derselben Ebene winkührlich drei 
andere Gerade {pg)y {gr)y (r#), so kan^ man letztere 
immer als die Richtungen der Resultanten von Kräften 
betrachten, welche die Richtungen von/? und 7, etc. ' 
haben. Hieraus kann man, wie vorhin, die Resultan^ 
ten (pgr) und (grs) bestimmen und damit 3 Punkte 
finden, deren jeder in der Resultante aller 4 Kräfte 
liegen muss, also 3 Punkte, die in einer Geraden sind. 
Der hieraus entspringende geometrische Satz fuhrt 
übrigens, gleich dem in §. 222. b.y und wie Fig. 55. zeig^ 
auf ein eingeschriebenes und ein umschriebenes Viel« 



Bdi|ilele zur ▼mrhergelieüdai Theiorie« 73 

ersten durch Gerade von nnref änderiiehte Ub^ vef- 
bindety die \il^|dKeI dieses Tiereeks aber reräaderliob 
seyn lässt« . ':-. . •. .• « 

Auf solche Weise sind die Kräfte '/p^^^ r^-^« am 
Wete^^ABCD so'wobl^ als am Vierecke /VStftiS», die 
Kräfte p^ q^M^r an jedem der beiden Vierecke ABSR 
ond PQDCy mid die Kräfte py f^ f^ m va den Vier- 
ecken ARQD und PCBS im Gleichgewichte. 

f. 220. 

Eine nähere Betracbtnng wollen wir noch dem spe- 
mellen Falle widmen, wenn das .Viereck ABCD ein 
ebenes ist. Da alsdann die Ebenen DAB^ ABC^ etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten sejn 
müssen, mit der Ebene des -Vierecks zusammenfallen, 
80 müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gleiohungen I. oder P. 
für die Richtungen und die Verhältnisse IL oder U^ 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben unge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn,- von diesen Formeln fiir 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizufügen. 

Bezeichcen p, q, r, s die Winkel, welche die Rieh- 

» 

tungen der Kräfte /», . . « mit einer in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen. Gleicher Weise 
sejen a, b, e, 4 die Winkel der Linien AB^ BC^ €Oy 
DA mit Jener Axe und n, ^, r, d die Pressungoi, 
welche dieselben Linien AB^ v. . resp. in den: ' Enden 
Ay B,-Cy D <nae1| -den Richtungen. ^^, BC^^.^ erlei- 
den, also — -o^ ^^i^ '^Cj -*-d^ die PrisssiingiBn auf die 
andern ' Enden jB^ :C^ iD, A der Linien |^^,... nach 
ämselben Richtungen AB^.k. ; .Aof den Funkt A wir- 
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Die Iste Bediogimg des Gleieb^wiehts bendit 
demnaoh auf der Mögliebkeit, ein Viereck KLMN «i 
verzeichnen^'^ dessen Seiten durch die Eoken des Vier- 
ecks ABCD gehen, und dessen Ecken in den Rieh- 
toogen FK^ OLy... der Kräfte liegen. ** Denkt man 
sidh das Viereck ABCD und die Richtungen jüE^.«« 
gegeben, und ist die Figur in einer Ebene endialtaB, 
so fuhrt die Forderung^ das Viereck KLMN sa be- 
schreiben, zu einer Gleichung des zweiten (Bcades )md 
ist daher im Allgemeinen entweder auf doppelte Weise, 
oder gar mcbt erfiiUbar. Ist jriber die Figur niobt 'eben, 
so ist die Constraetiou von KLMlf wax bei gewis 
speciellea Lagen der Riehtuojgen FK^.^ gegen 
Viereck ABCD mögliofa. Da ferner durch Zerlegvng 
der durch i£e Ecken des Vierecks KLMN gehendea 
Kräfte F^ Qj Bj JS nach den Seiten desselben Vier- 
ecks die auf Ay By Cy D wirkenden Pressimgen sich 
ergeben^ «* z* B^ durch Zerlegung der nach FK g^ 
riehtetea Kraft jP nach den Seiten NK und KL die 
Fressungen n und Jk^ — und da je zwei diesw Pres- 
sungen 9 welohe in dieselbe Seite fallen, sich gegen- 
smtig aufheben, so ist die zweite Bedingung des Gleich» 
gewi<Ats: dass, wenn man die 'Seitenlängen des Vierw 
efiks KLMN constant und die Winkel desselben ver^ 
ändcirli^ annimmt, die Kräfte Fy..Sy an den iSpitzen 
diescE^ Vierecks angebracht^ im Gleichgewichte sind. Es 
müsaeo daher (f • 219« d.) 

3) wenn die gegenseitige Lage der Theile, wer- 
i^nf die Kräfte wirken, unveränderiich angenommm 
wivd, die Kräfte im Gleichgewichte sejn; und diese 
Biedingung reicht hin, wenn das Viereck jKZüfiV nidit 
ehw ist Denn die alsdann noch nothige Bedingm^, 
dass die Richtungen /!£^ OL^... resp. in die fibwen 



V 
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ersten durob Gerade vommT^änderliehäv Utai^ vef- 
bindety die Wi^dKoI diese» Hereeks aber reräBdei^lioh 
seyn läset« . ': . . . »• # 

Auf solohe Weise sind die Kräfte '/p,^^ r^-^« am 
Wetecke ABCD so'wobl^ als am Yiereeb:e /VStftiS», die 
Kräfte pj g^^^r an jedem der beiden Vierecke ABSR 
nnd PQDCy nnd die Kräfte /^, r*^ $r, # an den Yier- 
eoken ABQD nnd PCBS im Gleiobgewiohte. 

f. 220. 

Eine nähere Betraohtnng wollen wir noeh dem spe- 
dellen Falle widmen , wenn das rYiereek ABCD ein 
ebenes ist. Da alsdann die Ebenen DAB^ ABC^ etc., 
in welehen die Richtungen der Kräfte enthalten sejn 
müssen, mit der Ebene des Vierecks xusammenfallen, 
80 müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gleiehungen I. oder P« 
für die Richtungen und die Verhältnisse IL oder 11^ 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben unge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn ,' von ' diesen Formeln für 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizufügen. 

Bezeichcen p, q, r, s die Winkel, welche die Rich- 
tungen der Kräfte /», • • « mit einer in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen. Gleicher Weise 
sejen a, b, hb, d die Winkel der Linien AB^ BC, €Oy 
DA mit Jener Axe nnd n, £, r, d die Pressungoi, 
welche dieselben Linien ^B^ »'• • resp. in dta: ' Enden 
Aj B,-C^ D aaeli -den^ Richtungen. ^J?, BC^^,.^ erlei- 
den, also — -o^ ^^i^ '^Cj -^d^ die i^rässnngien auf die 
andern - Enden ' jB^ :C^ iD, A der. Linien |^:A,*.. nach 
döiselben Richtungen AB^.k\ ; ,Aof dei^ Funkt A wir- 
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AB wirkende Kräfte ^ P und ^ P (f . 26. cX Ebeti 

a ^ 

^ setze man statt der in / angebrachten Kraft S swei 
ihr parallele auf D und A wirkende Kräfte -^ S und 

-4iS>9 ui^d verfahre auf gleiche Art mit den Kräften 

ü und B^ 

Werdm daher noch die Winkel, welche die Rich- 
tmgen der Kräfte P^ Qy JK, S und die Linien AB^ 
BCy CDy DA mit einer willkährlich in der Ebene ge- 
sogenen Ase machen, resp. mit P, Q, R, S und a, b, 
c> d bezeichnet, so wirken jetzt auf A die zwei Kräfte 

S -j und P -^ nach den durch die Winkel S und P 
da 

bestimmten Richtungen , auf B die Kräfte P — ^ und 

Q -r nach den durch P und Q bestimmten Riohtun- 

geaetc«, und hat man zu Folge der Gleidhung am Ende 
von f. 220», wenn statt der dortigen Kräfte p^p^ fy^' 



resp. S^jP—yP^yQ^y md statt der dortigen 

Winkel p, p^, q, q^ resp^ S, P, P,Q gesetzt werden: 

^ d^ sin (S — d) p/ a^ sm (P — d) a^ sin (P~b)\ 
£/ sin (a — d) \a sin(a— d) a sin (a^ — b)/ 

^*,sin(Q— b)_ 
^ ^ Äsin(4i— b)~ ' 

und eben so noch drei andere Gleichungen, welche 
auch schon aus dieser durch gehörige Verwandlung 
der Buchstaben in die nächstfolgenden hervorgehen and 
mit ihr die Bedingungen des Gleichgewichts ausmachen. 
Da in diesen ner Gleichungen nicht die Seiten des 
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ersten durch Gerade von nnTef änderlichte XiiB^ vef- 
bindety die Wiid^el dieses Tiereeks aber Teräadteliob 
seyn lässt. . ': •. »• « 

Auf solche Weise sind die Kräfte 'p^ fy r^*^« am 
yfierecke JLBCJD so'wohl^ als am Yierecb:e /VStftiS», die 
Kräfte py g^ #, r an jedem 'der beiden Vierecke AB SR 
ond PQDCy mid die Kräfte p^-r^ f^ i wi den Vier- 
ecken ABQD ond PCBS im Gleichgewichte. 

f. 220. 

Eine nähere Betrachtung wollen wir noch dem spe- 
ciellen Falle widmen, wenn das. Viereck ABCD ein 
ebenes ist* Da alsdann die Ebenen DAB^ ABC^ etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten sejn 
müssen, mit der Ebene des Vierecks xusammenfallen, 
so müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gkiehungen I. oder P. 
ftir die Richtungen und die Verhältnisse IL oder IP. 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben unge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn ,« von ' diesen Formeln ftir 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizuf&gen. 

Bezeichnen p, q, r, s die Winkel, welche die Rieh- 
tungen der Kräfte p^**9 mit einer in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen» Gleicher Weise 
seyen a, b, 0, d die Winkel der Linien AB^ BCj €Oy 
DA mit Jener Axe und n, £, r, d die Pressungöi, 
welche dieselben Linien AB^ >.'• . r esp. in d to ' Enden 
Aj B,- Cy D aacli ^^en Richtungen. ^J?^ BC^^.^ erlei- 
den, ako — -o^ i^iy '^Cj -*-d^ die' Pressnngien auf die 
andern - Enden jB^ ^C^ iD, A der: Linien |^J9,*.. nach 
ämselben Richtungen AB^^k. ; ,Aof den Punkt utf wir- 
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AB wirkende Kräfte ^ P imd ^ P (f. 26. c). Eben 

9ß setM man statt der in / angeltraflliten Kraft S swei 

d 
ihr paraflele auf D ond A wirkende Kräfte -^ iS> und 

-4j99 nnd veilalire auf ^eiolie Art mit den Kräften 

^ mid il 

Werden daher neeh die Winkel , welche die Rich- 
tangen der Kräfte Pj Q^ R^ S nnd die Linien AB^ 
BC^ €Dy DA mk einer willknhrfidi in der Ebene ge- 
aegenen Axe madhen» rei^ mit P, Q, R, S ond a, b, 
c> d beseiohnet, so wirken jetst anf A die zwei Kräfte 



S ^ nnd P^ nadi den durch die Winkel S und P 
da 

bestimmten Richtungen, anf B die Kräfte P — ^ und 

Q -r- nach den dordi P und Q bestimmten Richtun- 
gen etc., und hat man an Folge der CSldchnng am Ende 
von f. 220«, wenn statt der dortigen Kräfte Pyp\ y^f 

resp. S^yP^jP^^Q^^ und statt der dortigen 
Winkel p, j^y iy q^ resp^ S, P, P,Q gesetzt werden: 

g ^i •" > (S ~ d) p( ^2 »in (P — d) . «, sio (P-^b)\ 
d Bin{a — d) \a sin(a— d) a sin (a^ — b)/ 



' ^ 6 sm(a — b) ' 



nnd eben so noch drei andere Gleichungen, welche 
auch schon aus dieser durch gehörige Verwandlung 
der Buchstaben in die nächstfolgenden hervorgehen und 
mit ihr die Bedingungen des Gleichgewichts ausmachen. 
Da in diesen vier Gleichungen nicht die Seiten des 
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• 

ersten durch Gerade von luiT^f änderiiehte Ua^ vef- 
bindety die WLpkel dieses Tiereeks aber TeräBdei^lioh 
seyn lässt. . ':" . . •. .• • 

Auf solche Weise sind die. Kräfte '/i, : ^^' r^n< am 
Vierecke Jf^CjD soivöhl^ als am Vierecke /VStftiS», die 
Kräfte p^ fy Syr an jedem 'der beiden Vierecke ABSR 
nnd PQDCy nnd die Kräfte pj-r^ f^ 9 nxi den Vier- 
ecken ABQD und PCJBS im Gleichgewichte. 

f. 220. 

Eine nähere Betrachtung wollen wir noch dem spe- 
mellen Falle widmen , wenn das: Viereck ABCD ein 
ebenes ist Da alsdann die Ebenen DAB^ ABC^ etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten sejn 
müssen, mit der Ebene des Vierecks zusammenfallen, 
so müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gleichungen I. oder P. 
fiir die Richtungen und die Verhältnisse IL oder 1I^ 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben nnge- 
ändert Indessen wird es^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht überflüssig seyn ,' von ' diesen Formeln für 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizufügen. 

Bezeichuen p, q, r, s die Winkel, welche die Rieh- 
tungen der Kräfte /»,.• « mit eineif in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen. Gleicher Weise 
sejen a, b, hb, d die Winkel der Linien AB^ BCj €Oy 
DA mit Jener Axe und ä, £, r, d die Pressungöi, 
welche dieselben Linien AB^ v. • resp. in d^n*' Enden 
Aj B,Cy D aacli rden Richtungen. ^J?, BC^^.^ erlei- 
den, also — -o^ ^^i^ '^Cj -*-d^-die'PriDssilngiDn auf. die 
andern ' Enden jB^ ^ J9, A der.Ldnien '^J9,*.. nach 
denselben Richtungen AB^.*. ; ,Aof dei^ JRnnkt A wir- 



88 Zweite XML Dilttei KapÜit 

ab TOD deo Kuletst ^ntwiokeltm Ftmebi CebnuMb n 
machen* 

Aufgabe. Die Be£ogiiiigM dea CUaieligewIohii 
xwiaohen zwei Kräfteo \P und H su fiaden, weldia ia 
F UDJ i? (Fig. 57.) an zwei f^egeiiäberliegenden Sei- 
ixm AB und <7/l eiaee Viereoke mit oonelaBten S^ea- 
liagen ond Teräoderliohea Winkeln aagebraelit msuk» 

Aaflosnng. Weil aa der %A\.^DA kcüne Kiaft 
angebrackt ist, se mtesen sich die aaf DA in D uad 
A wirkenden Pressangen allein das GMebgewieiit hd- 
ten, ond ihre Riehtangen mfiflsen daher in DA falles« 
Die Pressnng, welche AB in A erieidet, fällt daher 
ebenfBdls in DA^ und aus ftlmlichem Grande die Pres- 
eang aaf AB im Punkte B ia BC. Da nun an AB 
die ia P angebrachte Kraft P mit den Pressangmi in 
A und B im Gleichgewichte seyn mues, ee mfieeen 
, aieh DA^ BC und die Richtung tcb P in dnem Pnalrte 
X schneiden, woraas zugleich^ felgt, das« 1) das Vier- 
eck ein ebenes seyn muss. Da feraer das Gleichge- 
wicht nicht aufhören darf, wenn die Briten des Vier- 
ecks unbeweglich gegen einander aagencmmen werden, 
so müssen 2) die Kräfte P und R einand0r gleich 
und direct entgegengesetzt seyn, also in die Gerade 
PH fallen, und diese Gerade muss 3) den Durchschnitt 
X, Ton DA mit BC treffen, weil PX, die Richtung tob 
P war. — Dass diese drei aothwendigen Bedingungen 
auch hinreichend sind, erhellet olme ^weitere Erörte- 
rung. 

§.228. 

Zusätze, a. Wird die Seite CD unbeweglich 
angenommen, und wirkt nur auf AB in P mne Kraft 
P^ so amgt sich auf gleiche Weise, ^daes mor dann, 



» 





BebpMe zur voihergeheBden lliflorie. 9S 

Es Twhält fliob aber, venu man ^ese in MB fal- 
soden, dnrdi die Zerlegung von P und $ sioh erge- 
CDd«D> Kräfte Z and — Z nennt: ^ 

AB AF 



P t Z =: mn AMB '. an AJUF =: 



MB'~SF* 



^i^Z;:=iunB]VCtmaGdrC=>^i^i 

111.»-« AB MF BC NO 

dglioli P'ft^SB'jP'jm'-GC' 

IHe ErfuUong dieser Proportion ist daher die lierte 
hd letrte Bedingong^ des Gleiohgiewichts. 

f. 230. 

Znsätie. a. Heissen XJ^ V die Durchschnitte Toa 
W ibit MAt MFy und üT, X iiA Dorohsohnitte Toa 
tB mit NG and NC^ so findet sioh eben so, vie 
priun: 

■^\^—MB' MV'^' ^"^NB'NW* \ 

1 ri. » « ÜB MV BX NW 

olghoh /»: 9==—MB'ür'NB'WX' 

6. Ist das Tiereek ABCD ein Parallelogramm, so 
•■d CT* nnd X oneadliidi entfernte Punkte, folglieh 
^B X UV=:ii BXt fFX^ iy ond man hat daher oi 
B«wm Falles 

*^'^— MB' NB' 

t» Wenn der Punkt Jf , in 'welchem .die Riehtang' 
yv^P die Seite DA trifft, in D fällt, so fällt damit 
mdi N zosammen, nnd es vird, venu zugleidi das 
Hflnak vm PandldogMUua iit {Flg. Ol) 
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PreMongen, also ancb die Prewang wat Jtj ab dai 
einen Eadpmkt von Jfü, fkllen daher io DA. 

An der Seite AB sind die Pressungen anf dll 
Endpunkte A und B derselben mit der Kraft P im 
Gleiohgewiehte, Da nun die Pressung auf A in DA 
ftllt, 80 muss-jPmit DA in einer Ebene liegen, und 
wenn demnach P die DA in ilf schneidet, so fftQt die 
Pressung auf B in BM. 

Die Pressnag auf B, als den einen ßidpunkt Tea 
BC fäUt daher gleich&Us in BJU^ die Pressung auf 
der Seite BC anderes Ende C fällt in CD wegen dei 
unbewegliohen .Punktes, an welchem C/l mit dem Ende 
D befestigt ist Mit beiden Pressungen zusammen ist 
aber die Kraft Q im Gleichgewichte« Mithin müssen 
BM vokjkCD in einer Ebene liegen, und die Richtuag 
¥on Q, muas den Durchschnitt N dieser Geraden tre& 
fen. 

Hieraus fliessen nun zunädiat folgende Bedinguüp 
gen des Gleichgewichts; i) das Yieseok ABCD mm» 
ein ebenes seynf 2) die Richtungen der Kräfte P und 
42 müssen in dieser Ebene b^griflTen sejn ; 3) die Punkte 
üf und iV, in. denen diese Riohiungen reaf •. die Seiten 
DA und CD treffen, müssen mit der BckeriK in ein« 
Geraden liegen. 

Sind daher das ebene Viereck ABCD, die beiden 
Angriffspunkte jP, & und die Richtung MF der eiaea 
^raft P gegeben, se findet man damit aoch die Ridir 
tung ON der andern Q. Kennt man forner die In- 
tensität der einen Kraft iP, so ergiebt sich die Intensi- 
sität der andern 42 dadareh, dass, wenn man P nach 
MA und MB und Q nach BN and CN serl^ft, die 
xwei in StB fallende» KrAfte sich aaflieben viäiam^m^ 



t 
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sioh die iw« PreBsangen auf die Eaden der Seite dae 
Gleicbgewidit halten. Hieraus flieisen aber die Bedin- 
gangen s dass 1) jede Kraft Hiit den zwei anliegenden 
Sdten in einer Ebene enthalten sejn muss, und daaa 
2), wenn jjede Kraft naoh den zwei anliegenden Seiten 
in zwei zerlegt wird, je zwei der somit entstehenden 
Kr&fte, weldie auf die beiden Enden einer Seite wir- ' 
ken, einander gleich und entgegengesetzt sejn müssen. 

Sind daher das Vieleck und die iUditangen der 
KrSfte, bis auf eine, gegeben, so kann man eben sOj . 
'wie iB \. 219» o., die aodi übrige Richtung und die 
VeriiSltmsse sänuntlioher Kräfte zu einander beetim-' 



Wird bloss die noch fehlende itiehtnng verlang^ 
mid ist das l^eleck in einer Ebene enthalten, so kann 
man ähnlicher Weise, wie in f. 221., die Richtung 
noch durch blosses Ziehen gerader Linien finden, wor^ 
aus, da dieses immer auf mehrfache Art sich bewerk- 
stelligen lässt, neue geometrische Sätze, das Liegen 
von Punkten in Geraden betreffend y hervorgehen. 

Seyen %. B, das Ffinfeck ABCDE (Fig. M.) und 
die Richtungen der auf A^ B^ Cy D wirkenden Eüräfte 
Py ^, r, # gegeben, und werde die Richtung der an E 
anzubringenden Kraft t gesucht» Bezeichnet man der 
Kfirze willen die Resultante yon p und q mit {p4)y die 
Resultante Ton /», ^, r mit ipfr)y u. s. w», so geht 
BUS ähnlichem Grunde, wie beim Vierecke in §• 221», 

{pf) durch die Punkte p • ^ und EA * BC^ 
ipgr) — — — {pgyrxoia EA* CDy 
(;iyr#), also auch ^, — — — {pqry^vskA, E. 

Hiermit kann man also nach und nach die Rieh- 
taagflQ TMi. 0>f )> ipff) und t dqndi Ziehen von Ge- 
n. 6 
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Linien a, 6y c über, — Die Linie a^ welche nur der 
Bedingung unterworfen ist^ dass sie dnrch die swri 
Punkte B und C geht^ erieidet von cUeeen Punkten 
die normalen Pressungen — a^ und *-a,9 un4 diess 
müssen mit der an der Linie angebrachten Kraft: P im 
Gleichgewichte seyn. Die Richtung dieser Kraft muss 
daher gleichfalFs die Linie fechtwinklig BobneideD, und 
wenn F der Angriffspunkt von P ist, so muss sieh 
verhalten: 

P: 02 : ag^BCi FCt BF. 

Aus gleichen Gründen sind auch Q und R auf k 
und c normal, und man hat, wenn O und \£f did An- 
griffiipnnkte dieser Kräfte bezeichneui 

ßzcii e^z^AB : HB : AH. 

Eliminirt man aus diesen 3 einfachep und 3 Dop- 
pel-Proportionen die 6 Pressungen, so erhält man lu- 
^rst die Terhältnisse zwischen den 3 Kräften: 

(^ : ^ = CA. HB mxBANiAB. CG ^iuMAC^ 
I. )m . F=:Aß.FCsinCBL: BC.AHsinJVBA^ 
\F: Q^BCGAsinACMt CA. BF sinZCÄj 

und wenn man diese Verhältnisse zusammensetzt: 

„ BF CG AH _ MA NB^ LC 
"• TC'GA'HB ~ AN\BL ' C2?» 

wea wkBANx uinNBA == BN : AJV^ etc. 

Sind daher das Dreieck LMN der drei unbeweg- 
lichen Geraden, das eingeschriebene Dreieck ABC der 
drei beweglichen Geraden und zwei von den^ei An- 
griffspunkten jP, &, H gegeben, so finden sich mit 
telst der Gleichung DL der dritte, und mittelst der Pro- 
portionen L die Verhältnisse zwischen den K]^ften 
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selbst; die Richtungen derselben aber müssen auf den 
Seiten des Dreiecks ABC normal seyn« 

f. 232. 

Zusätze, a. Das Gleichgewicht des Systems dauert 
nooh fort^ wenn zwei der drei Kräfte, ßtwa Q und Ry 
entfernt und statt derselben zwei unbewegliche Cnrven 
ß und Y in der (Sbene angebracht werden , welche die 
fBeradeti i und c zu berühren genöthigt sind und ge« 
genwärtig in 6 und H berühren.* 

Ist demnach die Beweglichkeit dreier Geradep a, 
by e in einer Ebene dergestalt beschränkt, dass ihre 
gegenseitigen Durch^hnitte Jly By C in drei unbewegt 
lieben Geraden MJV^ NL^ LM der Ebene liegen müs- 
sen, und dass zwef derselben, b und e, zwei unbeweg- 
liche Curven p und y der Ebene zu berfihren genöthigt 
sind, so wird eine auf die dritte Gerade a in der Ebene 
wirkende Kraft nur dann keine Bewegung herrorbrin« 
gen, wenn ihre Richtung auf a normal ist, und ihr An-« 
griffspunkt J^ in a und die zwei Berührungspunkte O 
und H m b und e so liegen, dass der Gleichung II. 
Genüge geschieht. 

b. Werden die Geraden b und r, die CurVen ß 
und / berührend, bewegt, während ihr Durchschnitt A. 
in MN fortgeht, so bewegt sich die dui:ch die Schnei- 
depunkte C und B der Tangenten b und c mit hM 
mid NL gelegte Gerade a als Tangente einer dritten 
Corve a. Die Beweg^chk^t von a wird aber offen«^ 
bar nicht gemindert, «enn wir diese dritte Curve 
wirklich hinzufugen und annehmen, dass a sie zu 
berühren ' gezwungen ist; und eben so wenig wird 
die Beweglichkeit von a vermehrt, wenn wir hierauf a 
ausser Verbindung mit b und c bringen* Es muss da- 
n. 7 
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her aooh jetzt noch bei einer normal anf a in iP wir- 
kenden Kraft Ruhe herrschen. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn F Act Berührungspunkt von 
a mit a ist. Wir schliessen hieraus mit Rücksicht auf 
die Gleichung II.: 

A. Bewegen sich drei Punkte Jf, i?, C willkuhr- 
lioh in den Seiten eines unbeweglichen Dreieoks 
LMNy so ist immer das Prodnct aus den drei^Yer- 
• hältnissen, nach denen die Seiten des Dreiecks von 
den Punkten getheilt werden , gleich dem Prodoet 
aus den drei Verhältnissen, nach denen die Seiten 
des von den Punkten gebildeten Dreiecks ABC in 
den Berührungspunkten 1^, 67, H mit den drei Cmr- 
ven getheilt werden, welche diese Seiten bei der ge« 
dachten Bewegung als Tangenten erzeugen. 

c. TrefFen /, m, ti, also auch //, ü/, Ny in einem 
Punkte zusammen, sind also A^ Bj C in dreiGeradto 
beweglich, welche sich in einem Punkte schneiden, so 
wh-d jedes der drei Yerhältnlsse MAiAN^ NBiBL^ 
ItC i CM:=i — 1, also auch zufolge II.: 

{JBFiFC){CO.OÄ){AHxHB) = —\. 

!F, Gy i7 liegen dann folglich in einer Geraden ^), und 
man hat den. Satz: 

Bewegen sich drei Punkte A^ By C auf beliebige 
Weise in drei Geraden, die sich in einem Punkte 
schneiden, so liegen in jedem Augenblicke die drei 
j^unkte jP, Gj H^ in denen die drei Geraden BC^ 
CAj AB die tou ihnen als Tangenten erzeugten 
Curven berühren, in einer Gerades» 

d. Der Satz A. kann noch allgemeiner gefasst wer« 



•) Vergl. des Verf. Baryc, Calcol $. 198. 2)< 
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ieUy wenn man die Punkte jtj B^ C sieh fai befiebigen 
nnbeweglipben Cornm Xy fiy t b^ej^M l&sstj toü- de. 
taen Mlfy NL^ LM die Tangenten in Ay B^ €)J. 
eind{ er lantet dann aIfeo>t 

B. Hat man ein in eine? Ebenem- eidli stetig verBn» 
derndes Di^eek ABC^ so ist in jeddm Angenbficfce drik 
Predni aus den VevbältnlMen, nach denen die Sei- 
ten» dtes Drecks in den BerübrunlgspDnkten F^ G^ H 
.Mft den Cnrven a, $y y getheilt wenden, welche die 
Seiten ale Tangenten enengen, gleich dem Prodnct 
aiui den Yerhältaiseen, nach denen bei einem zwei- 
ton Dreiecke I^MPfy dessen Seiten die Tangenten 
der von den Ecken- x^, By Cy dei erstem Dreiecks 
besdiriel^eDen Oarteft ^ f«> ^ sind, diese Seifen ron 
den Ecken: ^j By Cy als defr Befiilimngspttnkteib^ 
getheilt werden. 

Dieser allgemeineire Sats I&sstsich iriederninr spe- 
«alisiren^ indem man ad die Stelle der Gurren »9/^9/; 
an denen sich BCy GAy AB altf 'f asrgedten fertbeW- 
gen 9 blosse Punkte setzt, und er lautet dann fblgen- 
dermassen : 

C. Wenn sich in einer Ebene die Seiten' emes 
darin enthaltenen Ehreiecks ABC um unbewegliche 
Punkte JPy 6y Bf drehen, so ist stets das Produot 
aus den Verhältnifisen, nach weldien die Seiten von 
diesen Punkten getheilt werden^ gleich dem Prodnete 
AUS den Verhältnissen , nach welchen von den Ecken 
desselben Dreiecks ABC die Seiten eines zwei- 
ten Dreiecks liMN getheilt werden , dessen Seiten 
die ton den Ecken des erstem beschriebenen Cunren 
X, liy V bernliren. 

Wie man sogleich sieht, entspricht dieser Site 
dem obigen A« nach dem bekannten Gesetze der Duaütttt: 
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her aooh jetzt noch bei einer normal auf a in iP vi^ 
kenden Kraft Ruhe herrschen. Dieses ist aber nidit 
anders möglich, als wenn F der Berührungspunkt von 
a mit a ist. Wir sohliessen hieraus mit Rücksicht auf 
die Gleichung II.: 

A. Bewegen sich drei Punkte Jy i?, C wiUkühr- 
lioh in den Seiten eines unbeweglichen Dreiodu 
LMNy so ist immer das Prodnct aus den drei ^ Ter- 
• hältnissen, nach denen die Seiten des Dreiecks Ton 
den Punkten getheilt werden, gleich dem Prodoet 
aus den drei Verhältnissen, nach denen die Seiten 
des von den Punkten gebildeten Dreiecks ABC in 
den Berührungspunkten F, 67, H mit den dr^i Cor- 
Yen getheilt werden, welche diese Seiten bei der ge« 
dachten Bewegung als Tangenten ersengm. 

c. TrefFen /, m, 71, also auch //, M^ N^ m einem 
Punkte zusammen, sind also Ay Bj C in dreiGeradto 
beweglich, welche sich in einem Punkte schneiden, so 
wu-d jedes der drei Yerhaitnlsse MAiAN^ NBiBL^ 
LC \ CSt=s — 1, also auch zufolge II.: 

{BFi FC) (COi OA) {ABl BB) = —1. 

!F, Gy H liegen dann folglich in einer Geraden ^), und 
man hat den. Satz: 

Bewegen sich drei Punkte Aj By C auf beliebige 
Weise in drei Geraden, die sich in einem Punkte 
schneiden, so lieg;en in jedem Augenblicke die dra 
j^unkte jP, Gy Hy in depen die drei Geraden BC^ 
CAy AB die you ihnen als Tangenten eraeugtcA 
Curven berühren, in ein^ Gerades» 

d. Der Satz A. kann noch allgemeiner gefasst wer« 
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Satt A.9 attck dnmittelbar ans statischen Betrachtun- 
gen herleiten. . Za dem Ende hat man nur in §• 231. 
die auf die Geraden a, 6^ c in F^-6^ H wirkenden 
Kräfte als Pressungen auf diese Geraden von nnbe- 
veglichen Punkten F^ G^ H^ durch welchp sie gehen 
müssen 9 und die Pressungen auf die Punkte Ay B,^ C 
TOD dto unbeweglichen Geraden /, m^ n^ in denen sie 
beweglich gesetzt wurden, als an diesen Punkten an- 
gebrachte Kräfte zu betrachten; diess führt zu fol- 
gender 

Aufgabe. Um drei unbewegliche Punkte Fy Oy 
H und in der Ebene derselben sind drei gerade Li- 
nien My by e beweglich. Die- Bedingungen des Gleich- 
gewichts zwischen 'dfei Kräften Pj ^y r zu finden, 
welche in der Ebiene auf die gegenseitigen Durch" 
schnitte Jf, B, C der drei Geraden, d. i. auf Punkte 
wirken, welche in b Und Cy c und n, a und b zugleich 
beweglich sind. 

Die Lösung dieser Aufgabe geht ohne Weiteres 
aus den Formeln in §• 231. hervor. Sind nämlich ASy 
BTy CU die noch unbekannte Richtung von /», ^, r, 
und sind /, »t, n auf dieselben winkelrecht gezogene 
Gerade, so hat man, wie dort: 

pibi.iCi = sin 3^: sine/: sin /3 

=r sin CAB : cos JBAS : cos SACy 
»•eben so: ^ic^ia^ = sin ABC : cos CBTicos TBA^ 
r la^ib^ =ss sin BCA : oos ACU: cos UCB, '» 

Eliminirt man .hieraus die Pressungen mittelst dec 
schon oben erhaltenen Proportionen^: 

, a^xa^^FC.BF^b^.b^z=iOAxC&y 
e, ze^zssHBiABy 

so kommt:; 
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rtssCA.FC.WBACÜtAB.BP. co« TBA, 
p^AB.eA.vMBA8iBC,CQ.t»* UCBy 
f =^BC.HB.90»CBTt CA,AH,wSACt 

nnd bieraas die Gleichung : 
^« BF CQ AH conCBT eoi ACU' co» BAS 

I « 

/ 

in welcher nur noch die Richtungen der Kräfte vor- 
kommen , und wonach y wenn die Richtungen zweier 
Kräfte gegeben sind, die Richtung der dritten gefim- 
d^ werden kann. Die Verhältnisse zwischen den Kräf- 
ten selbst ergeben sich alsdann ans den Proportio- 
nen I*. 

Werden nun diese Bedingungen erfüllt, und ist 
daher das System im Gleichgewichte, so kann mao 
. auch die Punkte A und B , statt auf sfe die Kräfte p 
un4 y wirken zu , lassen, in unbeweglichen Cur?eii, 
welche auf den RichtuDgen von p und y normal sind 
und daher / und m zu Tangenten haben, beweglieb 
annehmen. Hiermit wird der dritte Punkt C in einer* 
dritten Curve beweglich, welche auf der Richtung yon 
r normal seyn und folglich n zur Tangente habsii 
muss, indem sonst der Pupkt C nicht in Rdie bleiben 
könnte. Die hierbei allein noch zu berücksichtigende 
Gleichung IP ist aber, wie man sich leicht überzeugt, 
mit der obigen Gleichung II. identisch, und giebt da- 
mit für den obigen Satz C« den Beweis ab. 

Bedingungen des Gleichgewichts bei sieh äbnlich 

bleibenden Fignren. 

Aufgabe. Zwei Gerade a und c (Fig. 63.) sind 
in B unter einem Winkel von unveränderlicher Grösse 
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fest mit einander verbanden; desgleichen zwei andere 
Gerade a' und b unter einem nny er änderliehen Winkel 
in C. Die Schenkel a und a' sollen zusammän fallen und 
an raiander verschiebbar sejn, und die Winkel selbst 
sollen in einer und derselben Ebene liegen. In dieser 
Ebene wirken auf die Spitzen der Winkel B und C 
und auf den gegenseitigen Durchschnitt ihrer Schenkel 
h und c,y oder vielmehr auf einen in b und o zugleich 
bew«glioheii Punkt A^ resp. die Kräfte q^ r, p. Wel- 
4diee sind die Bedingungen des Gleichgewichts? 

Auflösung. Das gegebene System besteht aus 
drei beweglichen Stücken; aus dem Winkel ac^ dem 
Winkel ctb und dem Punkte A^ und wir haben nun 
da« Gleiofage^cht jedes dieser drei Stucke besonders 
an untersuchen. 

1) Die auf die Spitse B des Winkels ao wirkende 
Kraft muss mit der Pressung e\^^ welche ^ein Schenkel 
reditwinklig von dem in ihm beweglichen Punkte A 
erleidet, und mit der Pressung auf seinen andern Schen- 
kel a von dem an a verschiebbaren a' im Gleichge- 
wichte eejn» Da diese Yersohiebbarkeit sich dadurch 
bewerkstelligen lässt, dass man in a' zwei beliebig be- 
stimmte Punkte D und E annimmt, welchen a zu be- 
gegnen genöthigt ist, 90 ist die Pressung von a' auf m 
zwei auf a in J9 und E rechtwinkligen Pressungen 
gleich zu achten, die sich aber, als zwei parallele 
Kräfte, zu einer einzigen / zusammensetzen lasseq, 
welche den Schenkel a gleichfalls rechtwinklig, etwa 
in jP, trifft Die Richtung von q und die auf e \m A 
und auf miXL F errichteten Normalen müssen 8i0h da- 
her in emem Punkte 6 schneiden. Nimmt man folg- 
lich die Richtung BG von y als willkührlich gegeben 
an und errichtet in ^ auf BA eine Normale AO, 
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velobe BG in G sobneide, so wird der Fusspunkt ei- 
ner von G auf BC gefällten Normale der gedachte 
Pankt P seyn. Auch kann man damit, wenn noch die 
Intensität von ,q gegeben ist^die Intensitäten ¥on o^ 
und f finden. 

2) Beim Winkel ofb ist die Kraft r an der Spitze 
C desselben im Gleichgewichte mit der normalen Pres- 
sung 6, des Punktes A auf seinen Schenkel b und den 
Ton a herrührenden normalen Pressungen auf die Punkte 
O und E seines Schenkels €^y oder der damit gl^ich- 
wirkenden einzigen Pressung •— / auf a' im Punkte F. 
Die Richtungen von r, b^ und — f müssen sich daher 
in einem Punkte begegnen. Trifft demnach eine aaf 
A€ in A errichtete Normale die bereits gezogene FG 
in Hj so ist CH die Richtung von r^ und es lassen 
fich mittelst der schon bekannten Intensität von — / 
die Intensitäten von r tind b^ bestimmen. 

3) Am Punkte A muss die auf ihn unmittelbar 
wirkende Kraft /» den Pressungen — b^ und — e^^y wrel- 
che er von den Linien b und e erleidet^ das Gleichge- 
wicht halten und kann somit ohne Weiteres gefunden 

^werden 9 noch leichter aber dadurch, dass p auch im 
Gleichgewichte mit y und r ist, und dass folglich die 
Richtung von py nächst A^ noch den Sdineidepunkt / 
der Richtungen BG und CH von y und r treffen muss. 
Die Intensität von p ergiebt sich alsdann aus denen 
von g und r. 

Nach diesem Allen sind die gesuchten Bedingun- 
gcArdes Gleichgewichts folgende: 1) Die auf Ay B^ C 
wirfcdnden Kräfte müssen eben so, als wären diese 
Punkte fest mit einander verbunden, im Gleichgewichte 
Heyn, und sich daher in einem Punkte / schneiden. 
2) Die resp, Durchschnitte G und H der auf AB 



Beifpiele »nr Torhergehenden Theorie. lOS 

I 

und AC in A emohteteii Perpendikel mit den Riob- 
toDgen BI und CI müssen in einer auf BC normalen 
Geraden liegen. 

f. 235. 

Das von den zwei Winkeln ae und €^b gebildjBte 
Dreieck ABC ist dergestalt beweglich ^ dass es er- 
fitens, ohne seine Seitenlängen zu rerändem, jede belie- 
bige Lage in der Ebene einnehmen kann. Zweitens kann 
eine Seite desselben, welche man will, dur.ch Verschie- 
bung der Schenkel a und a' an- einander jede beliebige 
Länge erhalten; allein das Dreieck bleibt sich dabei 
immer ähnlich, weil die zwei unveränderlichen Winkel 
0e und ab zugleich Winkel desselben sind. Diesem 
gemäss lässt sich die vorige Aufgabe auch folgender- 
massen abfassen: 

Die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen drei 
in einer Ebene auf drei Punkte wirkenden Kräften zu 
finden, wenn die Punkte in der Ebene dergestalt be- 
wegfioh' sind, dass das von ihnen gebildete Dreieck 
ndi immer ähnlich bleibt. 

Man kann hiernach erwarten, das« der Ort des 
Punktes /, in welchem sich die auf Aj i7, C wirken- 
den Kräfte schneiden, von der gegenseitigen Lage der 
A^ i7, C auf symmetrische Weise abhängen werde \ und 
dies bestätigt sich auch, wenn man die Curve unter- 
sucht, in welcher alle nach der im vor. §. erhaltenen 
Bedingung zu construirenden Oerter von / begriffen 
sind. Diese Bedingung besteht darin, dass OH^ HAy 
AG resp. auf BC^ CA^ AB normal sind ; es sind folg- 
lich die Dreiecke ABC und AOH einander ähnlich, 
und es verhält sich AB : AO = AC : AH. Mithin 
«ndranoh die rechtwinkligen Dreieoke BAG und CAH 
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riaander ähnlidi, folglioh die Winkel ABI und ACl 
einander gleich, folglich liegen die drei Aagriffsponkfa 
Ay.By C der Kräfte und der gegenseitige Dnrchaehnitt 
/ ihrer Richtungen in einem Kreise. 

*Man wird sich hierbei der Untersuchungen erinnerD| 
welche im 7. Kapitel des ersten Theilee über den Mit- 
telpunkt nicht paralleler Kräfte in einer Ebene ange- 
stellt worden sind« Von den zwei Kräften p und ff 
welche auf die Punkte A und B wirken und sich in / 
schneiden, ist hiemach der Mittelpunkt derjenige Punkt 
C in der Richtung CI ihrer Resultante — r, in wel- 
chem dieselbe von dem durch Aj By I zu. ziehenden 
Kreise getroffen wird (§. 115.), und dieser Punkt C 
besitzt die Eigenschaft,, dass, wenn das Dreieck ABC 
ohne Aenderung seiner Grösse und Gestalt beliebig in 
seiner Ebene verschoben wird, und die' Kräfte p^ .f 
auf Ay B nach Richtungen, die mit ihren anfänglichen 
parallel sind, zu wirken fortfahren, auch ihre Resnk 
tante, der Grösse und Richtung nach sich nicht ii^ 
dernd, stets durch C {>:eht (§• 114.). Wird feigUcfa aa 
C eine dieser Resultante gleiche und entgegengesetzte 
Kraft r angebracht, so werden die Kräfte /i, ^, r, 
(deren Intensitäten sieh nach §. 120. wie die Seiten 
BCy CAj AB des Dreiecks verhalten müssen,) hm 
jeder Yerrückung des Dreiecks in seiner Ebene im 
Gleichgewichte verharren. Hieraus ergeben sich aber 
in Verbindung mit dem Yorigen die merkwürdigen Re- 
sultate: 

Sind drei Pankie in einer Ebene dergestalt ie- 
weglich y du88 das van ihnen gebildete Dreieck sich 
immer ähnlieh bleibt ^ und halten sich drei a^f eie 
wirkende Kr äße das Gleic^ewichty so herrscht aneh 
fscch Oleichgewieht bei jeder andern Lage^ webhe 
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dSm Jnmi'fm fßtffUge ikrmr Bm^Uekkeii fgebßm 
k mm Hy W 0tm f&mr dieSrafU ikr0n M^m^Ueken Bdak^ 
i mm gem pmrmIM UMeu; nnd omgekehrt: 

Smd drei Kräfte , welche aiuf dreife^ mü eA^ 
ßmder perimmdene Punite m einer Etene wirJhmj im 
GleieJtgemieJkie, wmd damert daeeelte neehßerty wemm 
das SyUem der drei Punkte m Meiner Ebene teUetig 
verecAmtem wirdy die Kräfte aber purmUel mit ikren 
enrfängUeken BdeJkiungen fortwirken^ eo wird dme 
Gleichgewicht auch nicht unterbrechen^ wenn mum 
den Punkten eine solche gegenseitige IhwegUchkeit 
noch beilegt j bei welcher das eon ihnen gebildete 
Dreieck Uek immer ähnlich bleibt. 



f. 236. 

Kerne Seiiwierigkeit hat es, aaeh an vier, fünf, 
eder nehrem Punkten, die in einer Ebene liegen nnd 
darin detg eeta h beweglidi dnd, dass die dnreli sie be- 
stioiinte Fignr sich immer abnlioh bl«bt, sich das Gleieh- 
geiiidit haltende Kräfte ansnhringen« Denn sejen jtj 
By Cj D vier solche Punkte, an denen sich die Kräfte 
/i, ^, r, 9 das Gleichgewicht halten sollen; zwei der- 
selben, etwa p nnd f , sejen gegeben. Dnrch Ay B 
und den Durchschnitt N von p mit f besebreäe man 
einen Kreis, welcher die Resultante x ¥on p und f 
ausser in N noch im Punkte X schneide. Denkt man 
sidi nnn.X als neuen Punkt des Syratems, also mit 
A^n.D in selcher Verbindung, dass er g^en sie im- 
mer m' ähnlicher Lage bleibt, nnd bringt man an X 
die sich anflid>miden Kräfte x und -^x an, so sind 
/r, f , — X an ^, J^ X im Glei^ewiehte; müfain mus* 
sen es aaeli jr, r, # an X^ €7, /> sefu, und man kamt 
edttslBt der hvkmakm Kraft x und einee dnrch Xy 
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<7, D so besohreibendeo Kreises die IntenttUiten imi 

IMcbtungen von r, 9 finden. 

Sind ferner A^ B^ <7, J9, E fünf Punkte in einer 
Ebene, die in ähnlicher Lage gegen einander ▼erfaa^ 
ren sollen; p^ y^ r, Sy t die auf sie ivirkenden KräftOi 
und yon ihnen f, y,r gegeben, so suche man wie vor- 
hin den Mittelpunkt X der Kräfte p^ y in ihrer Re- 
sultante X und denke sich diesen mit den Kräften s 
und — X als einen zum Systeme gleichfalls gehörig« 
Punkt. Da nun py y^ — x an A^ Bj X im Gleichg^ 
vidite sind, so müssen es auch Xy r^ »^ t bxx X^ C^ 
jD, J^ sejn, wenn Gleichgewicht zwischen p^ Jr^j h ^ 
herrschen soll; und die Aufgabe ist somit auf die vo- 
rige, welche ein System von vier Punkten betraf, zo- 
rückgeführt« 

Ueberhaupt also, — denn auf analoge Weise kann 
man von 5 Punkten auf 6, u» s. w. schliessen — : 
Wenn n Punkte in einer Ebene so beweglich sind, da» 
sie stets in ähnlicher Lage gegen einander bleiben, 
und wenn auf ^ — 2 derselben beliebig gegebene Kräfte 
in der Ebene wirken, so kann man immer an den zwei 
übrigen Punkten zwei Kräfte hinzufügen, welche mit 
erstem Gleichgewicht hervorbringen. 

. Zugleich aber erhellet, dass dieselbe Construction, 
womit sich diese zwei Kräfte finden lassen, auch dann 
anzuwenden ist und die nämlichen zwei Kräfte giebt,^ 
die, wenn die /»Punkte in unveränderlicher Lage gegen 
einander genommen werden, am {n* — l)8ten und ^ten 
Punkte angebracht werden müssen, damit Gleichgewicht 
entstehe und bei beliebiger Verrückung des Systems 
in der Ebene auch fortdanre, sobald nur sämmtliche 
n Kräfte ihren anfanglichen Richtungen parallel blfji- 
ben. 'Di# Bedingung^ zwischen den ü Kräften sind 
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also in dem einen Falle dieselben, me in dem anden^ 
tmd wir ziehen hieraus die Folgerung, dasi die zwei 
Saize XU Ende det vor. §• nicfU bloss für dreiy son^. 
dem für jede beliebige Anxuhl van Punkteth in einer 
Ebene Cfultigkeit haben* 

loh bemerke nur noch, dass eben so, wie in der 
Aufgabe des §• 234. ein sich ähnlich bleibendes Djcei- 
eok gebildet wurde, auch ein System von jeder gros« 
Sern Anzahl in ähnlicher Lage bleibender Punkte leicht 
eonstruirt werden kann. Denn 'man hat nur in emer 
Ebene ein System von Geraden , welche sich unter un- 
veränderlichen Winkeln in einem Punkte treffen, mit 
einem andern Systeme von derselben Beschaffenheit 
dergestalt zu verbinden, dass eine Gerade des einen 
Systems mit einer Geraden des andern zusammenfallt 
imd längs derselben yerschiebbar ist. Alle Durch« 
achnittspunkte zweier Geraden des einen und andern 
Systems, so wie jeder der zwei Punkte selbst, in wel« 
ehern alle. Geraden eines und desselben Systems zu- 
sammenlaufen, werden dann stets in ähnlicher Lage 
gegen emander verharren. 



. Tiertes Kapitel 

:Ton den Bedingungen der Unbewegt 

lichkeit 

«. 237. 

Unter den Gleichungen, welche die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen Kräftep auisdräckea, die 
auf ein System mit einander verbundener, an sich frei be? 
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»er wirken, komnen zu Folge cles Gtund- 
eatzes I. in §• 190. immer anch diejenigen Gleiohangen 
mit vor, welche erfüllt aeyn müssen, sobald die ge- 
genseitige Lage der Körper unveränderlioh angenom- 
men wird, und somit sämmtliohe Körper einen einsiges 
frei beweglichen ausmachen. Dieser letztem Gleiehun- 
gem giebt es im allgemrinsten Falle seohs. Weiss man 
folglich irgendwoher, dass das Gleiobgewidht eines Sf* 
Sterns mit einander verbundener, an sich frei bewej^ft* 
eher Körper, auf welche beliebige Krftfle wirken , im- 
mer schön durch sechs Gleichungeil- bedingt ist, so 
können diese keine andern, als die sechs znm Gleich* 
gewichte eines einzigem Körpers erforderlichen 6lei< 
ehnngen 'sejn. Aber nicht allein dieses, sondern ei 
kann auch keine gegenseitige Beweglichkmt swischeo 
den Körpern statt finden* 

Um sich von der Richtigkeit des letzfern Sddns- 
Ses tollkommen zu ftberzeugen, bringe ikian an dettitlit 
einander verbundenen Körperu beliebige Kräfte an. 
Alsdann ist es immer möglich , an einem der Körper, 
er heissc a, oder an Punkten, die mit ihm fest Yerbon» 
den sind, zwei solche Kräfte hinzuzufügen, welche^ in 
Vereinigung mit den erstem Kräften den 6 Gleichun- 
gen Genüge leisten. Sind ntin die 6 Gleichungen die 
einzigen zum Gleichgewichte erforderlichen Bedingun- 
gen, und ist folglich du^ch bfnzufögnng der zWei Krftfte 
Gleichgewicht zu Wege gebraoht worden, so muss die- 
ses auch noch bestehen, wenn man iv unbeweglich setei 
Wenn aber, sobald einer der Körper unbeweglich an- 
genommen wird, keine auf die übrigen Körper wirken- 
den Kräfte Bewegung zu erzeugen yemiögea, so findet 
keine gegeAseitige Beweglichkeit statt. 
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f. 238. 

Ob Körper, die auf gegebene Weise mit einaäder 
▼erblinden sind^. ihre Lage gegen einander noch ändwn 
können oder nicht, die Beantwortung dieser Frage kann 
nicht allein in der Mechanik, sondern auch bei rein 
geometrischen Untersachungen oft von Interesse seyn. 
Die Statik bietet uns hierzu ein sehr einfaches. Mittdl 
m detB Satze des vor. §. dar, dass es bei gegenseitig 
ger Unbeweglichkeit nicht mehr. als 6 Gleichungen des 
Gleichgewichts giebt. Ich glaube daher, indem ich 
dieses Princip etwas weiter zu entwickeln suche, nichts 
Ueberflüssiges zu thun, um so weniger, als der Geo- 
metrie wohl nicht immer gleich einfache Mittel zur Ab» 
urtheilung über die Beweglichkeit zu Gebote stehen 
diirften. 

Um bei einem Systeme von n mit einander rer« 

'bandenen Körpern die Bedingungen des Gleichgewicht» 

%n finden, hat man nach §• 215 für jeden eiazelnea 

Körper des Systems die Gleichqngea des Gleichge* 

irichts, im Allgemeinen sechs, zwischen den unmitteL 

bar auf ihn wirkenden Kräften und den Pressungeo^ 

denen er ausgesetzt ist, zu entwickeln und aus dieses 

8ii Gleichungen die Intensitäten der Pressungee, so 

irfe auch ihre Richtungen, wenn diese unbekannt sind, 

-m eliminiren« Die somit hervorgehenden GleiehungeSy 

ün-^p zum wenigsten, wenn p die Zahl der von deii 

Pressungen herrührenden unbekannten Gröasen is^ sind 

die gesuchten Bedingungen des Gleichgewichts. Maa setze 

daher die Zahl dieser Bedingungsgleichungen r^söi»-—^ 

4-jfy wo f eine positive ganze Zahl oder auch nuU isti 

Ist nun jeder Körper des Systems an sich frei be* 
«^peglich) so giebt es nicht weniger als 6 Bedingungs* 
gleiohnngen^ und wenn es ihrer nur 6 sind^ also wekm 
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6» — p + j^ = 6, d. i. 6(» — 1) + q =/» i8t> so können 
Aach vor. §• ^'® Körper ihre Lage gegen einander 
nicht ändern. Ist dagegen 6(^ — 1) + 9^ ^Z'» ^^ berrsoht 
in dem Systeme gegenseifige Beweglichkeit« 

Hierans schliessen wir endlich , dass, wenn p ^ 
6(^ — 1), stets gegenseitige Beweglichkeit statt findet, 
iiod dass, wenn gegenseitige Unbeweglichkeit eintreten 
soll, /» = oder^6(^ — j) sejn mnss, dass aber diese 
Bedingung, wenn auch stets notbwendig, doch nicht 
immer hinreichend für die Unbeweglichkeit ist. 

f. 239. 

Berühren sich je zwei Korper des Systems mit 
ihren Flächen , oder berührt eine Kante oder Ecke ei- 
nes Körpers die Fläche eines andern, oder kreuzen 
sich die Kauten zweier Körper unter einem beliebigen 
endlichen Winkel, so ist die Richtung der daselbst 
statt findenden Pressungen sc^on im Voraus bekannt, 
und p ist der Anzahl der Pressungen selbst, d. L der 
Begegnungspunkte, gleich. Begegnen sich daher n 
Körper auf die eine oder die andere der eben gedach- 
ten Arten in weniger als 6(^ — 1) Punkten, so kann 
immer die gegenseitige Lage derselben verändert wer- 
ben « ohne dass eine der Begegnungen wegfällt I^iobt 
mehr ist aber diess jederzeit möglich, wenn sie aioh 
VfL 6(^-^1) oder noch mehrern Punkten treffen. 

So haben wir bereits oben (§. 193.) bemerkt, dass zwei 
Körper, die sich in 5 oder weniger Punkten berühren, 
immer an einander verschoben werden können, im All- 
gemeinen aber nicht mehr bei 6 oder mehrem Berüh- 
rungen. Auf gleiche Art findet Verschiebbarkeit im 
Allgemeinen nicht mehr statt, wenn 6 Ecken des einen 
Körpers die Fläche des andern treffen, od^r wenn 



J 
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eise Corve in 6 Punkten eine Fläche berührt, oder wenn 
zwei Corven (von doppelter Krümmung) in 6 Pui^kten 
aber einander weggehen. — Letztere 6 Punkte können 
auch paarweise zusammenfallen , so dass die beiden 
Corven in drei Punkten einander einfach berühren. Auch 
kann man die 6 Punkte zu dreien zusammenfallen las- 
sen, so dass sich die Curven in zwei Punkten berüh- 
ren und in jedem derselben eine gemeinschaftliche Krüm- 
,maogsebene haben, u. s. w. In keinem dieser FäUe 
lassen sich die Curven an einander verschieben, ohne 
dass die Arten der Berührung aufgehoben würden. 

Sind 6 Punkte des einen Körpers mit 6 Punkten 
des andern nicht unmittelbar, sondern durch 6 Gerade 
von unveränderlicher Länge verbunden, so kann gleich- 
laljs die gegenseitige Lage der beiden Körper im All- 
gemeinen nicht mehr geändert werden. Denn da beim 
Gleichgewichte des Ganzen jede der 6 Geraden an ih- 
^to zwei Endpunkten zwei einander entgegengesetzte 
aber. gleiche Pressungen ausübt, so sind hier nur die 
Intensitäten der 6 Pressungen un1)ekannt, und, diese 
aus den zweimal 6 Gleichungen für das Gleichgewicht 
der beiden Körper eliminirt, bleiben 6 Bedingungsglei- 

chunfiren zurück. 

§. 240. 

Dass die gegenseitige Lage zweier Körper im All- 
gemeinen nicht mehr veränderlich ist, wenn in der 
Oberfläche O des einen sechs Ecken, oder überhaupt 
sechs bestimmte Punkte Ay By Cy D^ E^ F des 
andern k enthalten seyn sollen, dies lässt sich auch 
durch folgende Betrachtung einsehen. 

1) Sollen nur A^ B und C sich in der Fläche O 
Jiefinden, so kann der Ort von A beliebig in O ge- 
oiommeu werden; B ist dann irgend ein Punkt in dem 

n. 8 
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SfiäcrKoher L#äii$e äoi nad «nbeinpclicheft Punkten la 
bo^efnen frenolbict üad, se isl das Viekek, wenn 
es «of ci&e Ebene beschrankt ist, ^dcUUls anbe- 

Oeon fixr dns Gleicbcevicht jeder Seite hat man 
cmiscbc« den Krkfieii, die man nn ihr in der Ebene 
des \ ieleoks nnbrincrVi nnd den drei Fii iiwniin welche 
sie dann von dem nnbeirecrUcken Punkte, dem sie be- 
^re^en noss, und aa iliren beiden Ejiden Ten den an- 
sro!£8$eiiäca Sehen erieidex^ drei Gleiofannccn. Entere^ 
TOD don imhevMsiicben Paukte bewirkte Pressung nt 
nnt 4ier Seite Dormal und nnr ihrer Intensität nadi m- 
Kei^anni. Letztere zwei Presanncren kennt ann ab« 
nocL ihrer RiriiTiuic Dack nichi. Die CenaMmtraM st 
ler der t4m. le-tzTeni Pressour ea berriitrenden Stneke 
is: daher = ^«i-- die Zaiii lier von erstem Pn bhiii^ui 
bernihrenden = «, die Zaiü lier Gleiohnngen nber ss 
3te. Mitbin bemelit Lni^ef^eclichkeit. 

]0 fcruer das l'ieleci; nicb: in einer Ebene est* 
hallen, so ist die Anzahl der unbekannten Stneke (!■• 
teusiikien und Winkel j wehren der Pressnncen der nn- 
bewe£:Iioben Punkte auf die an ihnen beweijiehen Sei* 
tcn ersichtlich = 2« , und die ^^ eiren der Pressanges 
an den Ecken, = 3iir ; die AnzaLl der Gleichnncen aber 
\^x=f^t näniüch 5 für jede Seite, da, wie sich leiobt 
ynicau lÄsst, das Gleichjrewicht zwisehea Kräften im 
B^MiBe» welche auf Ponkte wirken, die in einer Ge- 
lieeeu , schon durch 5 Gleichungen bedingt iet 

Vieleck ist daher auch in diesem Falle nnbeweglieh. 
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Curre a liegen uod darin fortgehen, wobei auch die 
fibrigen Punkte B^..E nicht mehr beliebige, sondern, 
^bim 00 wie a, T'ön i&t Gestalt der Fläche- O und iet 
gegenseitigen Lage det 5 Punkte jiy...E äbhän^ge 
Carven beschreiben werden. 

4) Ist endlich bei dieser bestimmten Bewegung von 
Jb Utir Sechste Punkt j^ in O getreten, so bdrt mit der 
Bedingung^ dass auch ^inO bleiben soll, dieäeweg* 
IldUkdt TOn Jk völlig auf. 

w 
■ * I ■ 

^* 241* 

AtUi den Toranstehenden Betrachtungen ergeben 
slcAr teicht einige Fälle, in denen einetä Systeme von 
wehiger als ^ Punkten, die in unabänderlichen Entfer- 
nungen Von einander sind, im Allgemeinen keine Be- 
wegung mehr gestattet ist Diese Fälle sind: 

1) bei einem Systeme von drei Punkten, wenn ein 
Punkt unbeweglich, ein zweiter in einer gegebenen Li- 
nie und der dritte in einer gegebenen Fläche beweg-' 
lieh ist, oder 

2) wenn die drei Punkte in gegebenen Linien be- 
weglieh sind (vergL §« 203.); 

3) bei ^kiem Systeme von vier Punkten, wenn ein 
Punkt unbewegiföh und die drei andern in gegebenen 
Flächen beweglich sind, oder 

4) wenn zwei Punkte in gegebenen Linien und die 
itfirei übrigen in gegebenen Flächen beweglich sind; 

* - 5) bei ^in^m Systeme von fünf Punkten, wenn ein 

Punkt in einer gegebenen Linie und die vier andern in 

If^gebenen Flächen beweglich sind. 

* 'Die zwei tsrsten dieser Fälle erhellen aus Nr. 1., 

der dritte und vierte aus Nr. 2. und der fünfte ans 

Nr. 3. des vor. §.* 

8* 



I ttt Zirdler TboU* Vieiict KapiteL 

§.242. 

Wtiui b^ «inem Systeme tod n durch Berühmng 
mit eiuauder vtfkiuideaen Körpern, deren {eder an (uqk 
(hI bewe^Ueh i«t> die gegenseitige Lage der Körper 
uuveräuderlioh seyn 8oll> so müssen sie sich in weoig- 
Hleus 0^~t) Funktett berühren (§. 23».). Ob diese 
l)uv«riMAd^rUobkeit der Lage in ii^^d einem bestiinm- 
t0u WJA^ wirkUoh statt findet, eder wkkt^ lässt sich 
Im Allgemeinen uiobl nicht anders beutkeilen, alada^a 
mau die 6(^ — 1) in den Berühmngen ▼orkommenden 
PrcMMUUgeu aus den 6#» mrspruBgliehen GleichnDgen des 
(jleichgc^iclüs eliminirt. Denn je nachdem dann 6 oder 
mohr als tt Gleichungen übrig bleiben, ist die gegen- 
seitige Lage eonstant oder Teränderlicb. Indessen giebt 
ea , so lange nicht deigleichen Cmständes| wie in §. 193. 
bauierkt worden, eintreten, mdirere specieUe Fälle, in 
denen man über die gegensmtige Beweglichkeit ohne 
vorangegangene. Rechnung entscheiden kann. So müs- 
sen sich z. B. 3 Korper in wenigstens 6 x 2=12 Punk- 
ten berühren, wenn sie nicht mehr an einander sollen 
verschoben werden können. Auch findet in der That 
gegenseitige Unbeweglichkeit, im Allgemeinen wenig- 
stens, statt, wenn der erste dem zweiten in 6, und der 
B weite dem dritten ebenfalls in 6 Punkten begegnet; 
nicht mehr aber^ wenn der erste den zweiten in 7, 
und der zweite den dritten in 5 Punkten berührt. Denn 
hängen dann auch der erste und zweite Körper fest zu- 
sammen, so ist doch der dritte an dem zweiten ver- 
sdiiebbar. 

Ueberhaupt leuchtet ein, dass, je gleichmässiger 
die 6 (^—1) oder mehrem Berührungen unter den n 
Körpern vert heilt sind, um so mehr zu erwarten steht, 
dass die Körper unbeweglich gegen einander seyn ww- 



< 
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den. Im Allgemeinen wird man sich daher immer von 
der gegenseitigen Unbewegiichkeit versichert halten kön- 
nen, wenn von den n sich/in 6 {n — 1) oder mehreren 
Punkten berührenden Körpern je zwei sich in gleich- 
yiel Punkten berühren* 

Wenn von n Körpern je zwei sich in m Punkten 
berühren, so ist die Anzahl aller Berührungen =5 ^mn 
(f>-— 1). Ist folglich bei diesem Systeme \mn{n — 1) 
= oder >> 6 (#s — 1) und daher mn =s oder >> 12 , so 
ist die gegenseitige Lage der Körper unveränderlich« 
Wenn demnach 

von 12 oder mehr Korpern je x/^ei eich in 1 Punkte 
odervon 6 — — — — — — — iPünkten 

4 — — — — 3 — 

3 — - — --4 — 

— _ 2 ^ — — — — 6 — 

berühren^ eo kann^ ohne date Berührungen wegfal- 
len^ die gegefueiHge Itage der Körper nicht geän- 

dert werden* 

#.243. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich bei einem Sy- 
steme von Curven, die in einer Ebene beweglich sind, 
anstelleil. Das Gleichgewicht zwischen Kräften, die 
in einer Ebene auf ein darin bewegliches System fest 
mit einander verbundener Punkte, oder auf eine in der 
Ebene bewegliche Curve von unveränderlicher Gestalt 
wirken, erfordert die Erfüllung von drei Gleichungen^ 
Bei einem Systeme von n Curven^ die sich in p Punk- 
ten berühren, hat man daher 3/i Gleichungen, worin p 
unbekannte Pressungen vorkommen. Aus diesen 3^ 
Gleichungen lassen sich zuerst 3 Gleichungen folgern, 
welche dem Gleichgewichte aller n Curven, als wären 
sie fest mit einander verbunden, angehören; und wenn 
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«i<A «MMMit iUM«m tlrai oa«h aBdare yoo Preaswigen freie 
UI«>icUuAiC(W tiiMUm InaMQ, wa siad dies die Bedingw. 
fim 4<M QQiqh|p>«i<dite megea statt findf^der geg^ 
4^kigW It4)wegliebkeit det Cumn ia dar EliHiie. Eise 
Muloho Heu e((liohkeit jciebt es dahev iokaier, wen 
^tN .j»>»3^ dha y»<13 (»—!)> d. L venu sieh die 
# i^irvw in weiu(j^ ab S^ — i) Puakiea berukren« 
Hdi 3 (41^1) üttd eMhren Beruhraigea dageges, und 
^Vtttt ie «wei Cbrveii siek » ^Meliviel Pimklen beriib- 
rvMi» Uerreebt im AUfjpeamaen» naok ilufiBheii SdUös- 
««^iK ^ie im vor. §^, gegenseitige Cabeve^dbkeit Be- 
rühren sieh daher je xwei Carrea ia es Paakton, aad 
int (u^lMi die ZaU aOer BernliniBgeii =imn(M—i)^ 
«K> ((lebt es keine gegenseitige Bewe|^ickkeit mehr^ 

%vetka 4^""* (* — ^) = ^^' ^ 3 (*~1)9 ^ i- wenn 
mj* jx oder ^ 6, und wir ziehen darans dea Schloss: 
IFifnm M smer Eteue vom 6 CWtfMi Je amm eürA 
«M l ihmJtts, oder von 3 Cm-vem je xmei eieä m 2 
ISinJtteMj oder wenn 2 Curven eich in 3 PmnkUn ie-^ 
rüAren^ so können weder die 6, noch die 3, n^h die 
% Vnrven in der Ebene dergeeinlt an einemder ver- 
MirAoiem werden^ daee eie einander in eben so viel 
ih^nJbienj als anfängliche xu berühren fortfakren^^-- 
]edoch mit Aosnahme besonderer Formen dev Conren; 
ist s. B. die eine roa zwei Car?en ein Kreis, so bleibt 
gegenseitige Beweglichkeit, ip wiemi Paukten sie aoeh 
von der andern beriihrt werden mag. 



f 244. 

Die Art und Weise über die gegenseitige Beweg- 
lichkeit mit einander verbundenei^ Körper zu entschei- 
den, kauu insbesondere dazu nfitzeU) um bei irgend 
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daduroh noch vereinfachen, dass man die Glieder, 
welche nicht Pressungen, sondern Kräfte enthalten, 
gleich anfangs weglässt und aus den somit abgekürzten 
Gleichungen die Pressungen, 'oder vielmehr die Ver- 
hältnisse zwischen denselben, elimioirt. Die Pressun- 
gen selbst endlich werden beim Gleichgewichte der be- 
weglich gewordenen Figur jederzeit unbestimmt 

f 252. 

's 

Die tJnbeweglicbkeit, welche statt findet, wenn die 
Anzahl der in den Gleichungen vorkommenden Pres- 
sungen eben so gross,, als die der Gleichungen selbst 
ist, ist von der Besdtaffenheit, dass sie sogleich auf- 
hört, wenn nur eines der unveränderlich gesetzten 
Stücke der Figur, es heisse a, veränderlich angenom- 
men wird. Denkt man sich nun die Figur in die Be- 
wegung versetzt, die durch die Annahme, dass a ver- 
änderlich sejn soll, möglich wird, so werden dabei je 
zwei zunächst auf einander folgende Werthe von a im 
Allgemeinen von einander verschieden, und nur dann 
einander gleich sejn, wenn a ein Maximum oder Mi- 
nimum geworden ist. Es wird folglich, >eenn man das 
a, sobald es diesen seinen grössten oder kleinsten Werth 
erreicht hat, wieder unveränderlich werden lässt, der 
Figor eine, obwohl unendlich kleine, Beweglichkeit 
übrig bleiben. 

Die Bedingnngsgleichung a = 0, bei welcher die 
ohnedies unbewegliche Figur Beweglichkeit erhalten 
soll, kann daher, im Allgemeinen wenigstens, keine 
andere Belation zwischen den Theilen der Figur aus- 
drücken, als diejenige, bei welcher a seinen grössten 
oder kleinsten Wei^h hat, und wobei die Figur noch 
um ein unendlich Geringes verrückbar ist* 
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80 mnss auch jede Ecke , jede Kante und jede Fläche 
besonders im Gleichgewichte sejn. 

Auf jede Ecke wirken die unmittelbar an ibr an- 
gebrachten Kräfte, die Pressungen yon den angrän- 
zenden Kanten und die Pressungen von den Flächeo, 
in denen sie zugleich sich befindet. Das Gleichgewicht 
an jeder Ecke zwischen allen diesen Kräften wird durch 
3 Gleichungen ausgedruckt, also an allm e Ecken 
durch Ze Gleichungen. 

Das Gleichgewicht an jeder Kante ist schon dar- 
gestellt, wenn wir die zwei Pressungen, die jede Kaote 
auf die zwei Ecken an ihren Enden ausübt, einander 
gleich und entgegengesetzt annehmen. 

Das Gleichgewicht an jeder Fläche endlich zwi- 
schen den Pressungen, welche sie Ton den in ihr bi^ 
findlichen Ecken erleidet^ f&hrt zu 3 Gleichungen (f. 73.), 
da diese Pressungen auf der Fläche normal und daher 
unter sich parallel sind, also das Gleichgewicht an al- 
len f Flächen zu Zf Gleichungen. 

Man hat demnach in Allem 3^ -|- '/ Gleichungen 
aus denen aber noch die darin yorkommenden Preason- 
gen eliininirt werden müssen. Diese sind erstlich die 
k Pressungen der eben so viel Kanten und zweitens 
2k Pressungen der Flächen. Denn jede Fläche erlei- 
det so viele Pressungen, als sie Ecken, also auch so 
viele, als sie Kanten hat, und da jede Kante zweien 
Flächen gemeinschaftlich zugehört, so ist die Anzahl 
aller Pressungen der Flächen gleich der doppelten An- 
zahl der Kanten. In Allem sind es daher Zk Pressan- 
gen. Die Zahl der nach Elimination der Pressungen 
übrig bleibenden Gleichungen ist folglich s= 3^ -f-3^ 
_3>& = 6, da nach Euler's Theorem 6+y^— >& = 2 
ist Die Theile des Systems haben mithin kerne ge* 
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genseitige Beweglichkeit, und wir sobliessen hieraus 
den übrigens schon bekannten Satz: 

'Sind sämmtliche Kanten einea Polyeders gegeben, j 

so lassen sich damit alle übrigen Stücke desselben ; 

bestimmen. 

Doch finden von jener Ünbeweglichkeit und mithin 
anch von diesem Satze in speciellen Fällen Ausnahmen 
statt. Eine solche macht z. B. ein Prisma; denn sind 
bloss die Kauten desselben unveränderlich , so kann, 
wenn die eine Grundfläche unbeweglich angenommen 
wird, die Richtung der einander parallelen Seitenkan- 
ten jede beliebige sejn. 

f. 246. 

Ein Poljeder ist ein System zusammenhängender 
ebener Vielecke im Baume. Projiciren wir jetzt ein 
dergleichen System auf eine Ebene, oder, was das- 
selbe ist, construiren wir in einer Ebene ein System 
von Vielecken, bei welchem, eben so wie beim Polye- 
der, jede Kante zwei Vielecken immer zugleich ange- 
hört, so ist wiederum ^ +.^ — ^ = 2. Dabei wird 
aber nur in besondern Fällen durch die Kanten allein 
alles Uebrige bestimmt seyn. Denn nimmt man die 
Kanten wiederum von unveränderlicher Länge an, und 
sollen Kräfte, die man in der Ebene an den Ecken 
anbringt, im Gleichgewichte seyn, so hat man für jede 
Ecke zwischen den unmittelbar auf sie wirkenden Kräf- 
ten und den Pressungen von den angränzenden Kanten 
zwei Gleichungen, also zusammen 2^ Gleichungen, wenn 
man die zwei Pressungen, die jede Kante auf die zwei 
an sie «tossenden Ecken ausübt, schon von vorn herein 
einander gteich und entgegengesetzt annimmt. Ans 
diesen 2e Gleichungen die k Pressungen der Kanten 
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r—2 + e + 2i + ^ + ..., 
irovaui im «chliessen, das« bri derselben Forderung 
piter dw Flächen des Systems wenigstens ^^wei Drm- 
•eke aejQ miissen^ und zwar dann nicht mehr als zwei 

treiecke^ wenn die übrigen Flächen bloss Vierecke 
Bd. Dies ist s. B. der Fall, wenn man ans GPunk- 
ttm Ji, B,...F 2 Dreiecke ABC ^ DEF und 3 Vier- 
|loke ABDEy BCEF^ CAFD oonstruirt, wobei e=% 
|A=9 nnd/=ä ist. Zwei Dreiecke ABC und DEF 
Kl eiBer Ebene, deren Ecken durch drei Gerade AD^ 
^ßE und CF von unveränderlicher Länge verbunden 
^IBd, habeu demnach eine unveränderliche Lage gegen 
llinander; od^r allgemeiner noch ausgedrückt: 

Werden von zwei in einer Ebene enthaltenen und 
iarin beweglichen Figuren 3 Punkte der einen mit 3 
Punkten der andern durch 3 Gerade von unveränderli- 
Aer Länge verbunden, so ist damit ihre gegenseitige 
lewegticbkeit aufgehoben, — Bei zwei Figuren im 
launie geschah dieses erst durch 6 Verbindungslinien 

§. 330. zu Ende. )• 

. Ein^ anderes Beispiel dieser Art ist folgendes: Von 
wei Vierecken ABCD und F6HI (Fig. 64.) in einer 
Übene verbinde man die Ecken des einen mit denen 
Ica aadern durch die 4 Geraden AF^ BG^ CHy DL 
Serdaroh entstehen 4 neue Vierecke AO ^ BHj CI^ 
OFy welche in Verbindung mit den i anfanglichen 
i^ieredcen und unter der Voraussetzung, dass sämmt« 
lehe 12 Likiien von nnveränderlicher Länge sind, ein 
lodi veränderliches System bilden, weil Dreiecke feb- 
joB^ Fugt man aber noch eine Diagonale eines dieser 
Viereoke, «Is eine Linie von oonstanter Länge, hinzu, 
I. B» die Diagonale AC des VtereokaJfiS^CjO, so ver* 
Rändelt sieb dkteeg Vierqnk in zwei Droieoke und es 
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denea die Seiten des zweiten von den Beken des o- 
sten getheilt werden, der Einheit gleich seyn« 

b. Die Richtigkeit dieser Gleichung lässt;^ sich aneh 

leidit auf rein geometrischem Wege darthun. Mn 

nehme in^^^,.. unendlich nahebei^, ^.^ die Punkte 

Ay BTy C^ ly dergestalt, dass L A'ir=AB, II. RC^ 

BCy IlL Oiy = CDy so muss, wenn das Viereck 

ABCD mit constanten Seitenlangen unendlich wenig 

im Vierecke fghi yerruckbar sejn soll, auch IV. lyA'zsz 

DA seyn. Da also A ff z= AB^ und weil, wegen der 

rechten Winkel AAL und BBL^ AL = AL und 

KL = BL ist, so ist der Winkel ALB ^ ALB, 

folglich der Winkel ALA = BLBy und es yerhätt 

sich daher 

AA.BB = ALiBL. 

Eben so fliessen ans II., III. und IV. die Propor- 
tionen: 

BB.CC^BM.CMy 

CC iDjyd=.CNiDNj 
Diy.AA=DKiAML 

Zur Beweglichkeit ist aber das Zusammenbestehen der 
4 Gleichungen l.,..IV. erforderlich, folglich auch das 
Zusammenbestehen der 4 daraus abgeleiteten Propoi^ 
fioncn; diese aber, mit einander verbunden, führen 
zu der in a. erhaltenen Gleichung. 

c. Der Winkel ABC^ in welchen bei Verrückuog 
des Vierecks der Winkel ABC übergeht, ist = ABL 
•\- LBM + MBC. Nach b. sind aber die Dreiecke 
ABL und MBC den Dreiecken ABL und MBC 
gleich und ähnlich. Hiermit wird der Winkel ABC 
= ABL + LBM + MBC =^ ABC + LBM. Der 
Winkel ABC erhält daher bei der Verräokung das 
Increment LBM^ and bleibt folglieh nur dann nogef 
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den 9 und jeder der Punkte jP, G, Hy»*. laii^^heüe 
der zwei aaf einaüder foigendeD Seiten des Yiielecks 
Am»... fällt, in welchen die Ecken der durch den Pnukt 
gehenden Seite des Vielecks ABC*., sich bewogen 
kfonen. 

Als ein besotiderer Fall hiervon ist der isuheftticfa- 
teli> wenn die Cieraden l^ m^ ny... einander parallel 
sind. Man denke sich dieselben vertical und nehmegrösse- 
ror Einfachheit willen die Punkte jP, 6r, ^,.v% id einelr 
und derselben horizontalen Ebene pt enthalten aii, so dass 
sie in den Durchschnitten Ton ii mit den yerticalen Ebe- 
tbMl Im^ nm^ etc. liegen^ mit wielchen Durchschnitten 
anfMgs auch die Seiten des Vielecks ABC..% coinci- 
dlr^n mögen. Um für diesen Fall die Unbeweglichkeit 
d«f Rgur statisch zu beweisen, lasäe man anf die Sei- 
t<m des Vielecks Kräfte nach gleichfalls verticalen 
RiciltangeD wirken. Alsdann giebt es für jede' Seite 
des Vielecks 2 Gleichungen, also überhaupt 2#> Glet« 
dhUHgen, und eben so gross ist die Zahl der verticalen 
PMBsangen, nämlich »Pressungen, welche die Seiten 
T^en den unbeweglichen Punkten erleiden^ und eben so 
ttel Pressungen an den n Ecken. Mithin idt die Figur 
iinbetre^cb. 

f 249. 

In den vorigen zwei ff. liessen wir die fioken ei» 
nes Vielecks in unbeweglichen Gefraden beweglich seya^ 
haA nahmen ttfoerdies an, da» einemal, dass die SeiteA 
des Vielecks v^n constanter Länge seyen, das ande« 
remal, dass die Seiten durch unbewegliche Punkte ge- 
hen. Beseitigen whr jetzt die unbeweglichen Geraden 
und lassen letztere zwei Bedingungen zugleich statt 
finden, so dass die Seiten eines Vielecks von unver- 



%2S Zweite TbeiL Viertes Kapitel. 

änderlioher Länge sind und unbeweglichen Punkten zu 
begegnen genöthigt sind, so ist das Vieleck, wenn 
OS auf eine Ebene beschränkt ist, gleichfalls unbe- 
weglich« 

Denn für das Gleichgewicht jeder Seite hat man 
zwischen den Kräften, die man an ihr in der Ebene 
des Vielecks anbringt, und den drei Pressungen, welche 
sie dann von dem unbeweglichen Punkte, dem sie be- 
gegnen muss, und an ihren beiden Enden Von den an- 
stossenden Seiten erleidet, drei Gleichungen. Erstere, 
von dem unbeweglichen Punkte bewirkte Pressung ist 
auf der Seite normal und nur ihrer Intensität nach un- 
bekanntr Letztere zwei Pressungen kennt man aber 
auch ihrer Richtung nach nicht« Die Gesammtzahl al- 
ler der von letztern Pressungen, herrührenden Stücke 
ist daher = 2yi, die Zahl der von erstem Pressungen 
herrührenden = ^^ die Z^hl der Gleichungen aber =: 
3». Mithin herrscht Unbeweglicbkeit. 

Ist ferner das Vieleck nicht in einer Ebene ent- 
halten, so ist die Anzahl der unbekannten Stücke (In- 
tensitäten und Winkel) wegen der Pressungen der.un- 
bewc^glichen Punkte auf die. an ihnen beweglichen Sei« 
ten ersichtlich =2^, und die wegen der Pressungen 
an den Ecken, = 3^; die Anzahl der Gleichungen aber 
ist:^=5^, nämlich 5 für {ede Seite, da, wie sich leicht 
zeigen lässt, das Gleichgewicht zwischen Kräften im 
Räume ) welche auf Punkte wirken, die in einer 6e* 
raden liegen, schon durch 5 Gleichungen bedingt ist 
Das Vieleck ist daher auch in diesem Falle unbeweglioli« 
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D».uW = FBiFA^ 
AA' . BB = GA. 6B^ 
Btt iCa ^HB.HC. 

Damit nun auch die um / drehbare Linie d dmroh 
f^ und Df gehen könne , mtu^s sich verhalten: 

CCiDjy^ICiID. 

Hiciraus aber folgt in Verbindung mit den drei vor- 
hergehenden Proportionen die obige Bedingungsglei- 
chung. — Man bemerke ^och, dass die nachherigen 
Oerter Jf', By,. \on A^ B^.. abwechselnd über und 
unter die horizontale Ebene fallen, wenn, wie in der 
Figur, die, unbeweglichen Punkte F^ 6r, • . in den Li- 
nien a, ^,.. zwischen den Begegnungspunkten A^ B^.. 
dieser Linien, nicht ausserhalb derselben, liegen. Uebri- 
igens sieht man leicht, dass die Beweglichkeit, wenn 
eine solche statt findet, hier nicht eine unendlich kleine 
ist, sondern dass bei der vorausgesetzten unbestimmten 
Länge der Linien a, ^, • • die Punkte Ay By.. jeden 
beliebigen Abstand von der horizontalen Ebene errei» 
chen können. 

b. Die Bedingungsgleichung fur's Gleichgewicht lässt 
sich auch du^'ch das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiteh entwickeln. Sind nämlich Fy Q'y.. die 0er- 
tar, welche die AngrifiFspunkte P, Q,.. der Kraft e/9,^,.. 
nach einer unendlich kleinen Verrückung des Systems 
einnehmen, so sind PFy Q^,... vertical, fallen da« 
her mit den Richtungen von /?, ^9.. zusammen, und 
ist folglich beim Gleichgewichte: 

PF.p+a(g.q + BB! .r + SS'.ß=zfi. 

Nun verhält sich 

PP'xAA'=FPiFAy 

AJ^ i QQ: ^ GAt Gm, 
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mithin PP^i (tQ[=6A.FPiFA. GQ, 

u. 8. w. tibereinstimmead mit dem bereits Gefimdeneiu 

c. Za ganz analogen Resultaten wird man geführt 
wenn statt 4 Linien, 3 oder mehr als 4 Liniea auf die 
vorige Weise^ mit einander rerbunden sind mid um no- 
bewegliohe Punkte gedreht werden können. Für 3 Li- 
nien insbesondere, BC^ CA^ AB^ welche resp. nm die 
Punkte Fj O^ H drehbar sind, ergiebt sioh als Bedin- 
gung der Beweglichkeit: 

FB OC HA_. 
FC •SZ'SS— *• 

Nur also, wenn Fy 6r, B in gerader Linie liegeo, 
(vcrgL §. 232. e?.), ist das Dreieck ^^C beweglich. Und 
in der That lässt es sich dann um die Gerade FOH^ 
als um eine Axe drehen* Die Tirtuellen Geschwindig- 
keiten PP^y QQ\ RIX siud alsdann den Abständen der 
Punkte Py Q^ R von dieser Axe proportional, und die 
Gleichung PP^.p+..=:Oy d. i. die Bedingungsglei- 
ohung für's Gleichgewicht, drückt, wie zu erwarten stand, 
aus, dass das Moment der Kräfte in Bezug auf die 
Gerade, um welche das Dreieck drehbar ist, null seyn 
muss. 

d. Eben so wie das Dreieck wird auch das Vier- 
eck und jedes andere Vieleck^ sobald die unbeweglt 
'liehen Punkte ihrer Seiten in einer Geraden liegen, 
um diese Gerade drehbar. Dasselbe giebt auch dieB&i 
dingungsgleichung zu erkennen, da immer das Produot 
aus den Verhältnissen, nach welchen die Seiten eines 
ebenen Vielecks Ton einer beliebigen Geraden geschnit- 
ten werden, der (negativen) Einheit gleich ist* Indes- 
sen ist diese Beweglichkeit bei Vielecken Ton mehr ab 
drei Seiten nur als eiii specieller Fall zu betrachten, 
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der sich dadurch noch aaszeichnet, dass das anfänglich 
ebene Vieleck ein solches auch während der Bewegung 
bleibt,- und bei einer nur unendlich kleinen Bewegung 
seine Form nicht ändert. 

€. Zwischen der jetzigen Aufgabe und der vorher* 
gehendfti findet in gewissem Sinne ein duales Verhalt- 
niss statt. Denn so wie dort die E!cken eines Vielecks 
in unbeweglichen Geraden beweglich waren, so sind 
hier die Seiten eines Vielecks um anbewegliche Punkte 
drehbar. Diese Dualität der beiden Aufgaben, giebt 
sich auch in der Aehnlichkeit der Bedingungsgleichun- 
gen {a) und {A) zu erkennen. Denn aus der letztern 
Gleichung erhält man die erstere, wenn man die gros- 
sem Buchstaben in die entsprechenden kleinen verwan- 
delt und von den durch af^ o,g^... ausgedrückten Win- 
keln die Cosinus nimmt. 

Auf gleiche Art lässt sieb aus der Gleichung {B) 
fiir's Gleichgewicht der auf beliebige Punkte P,.^,«. 
der Linien a^ by,. und rechtwinklig auf der Ebene der 
letztern wirkenden Kräfte p^ g^ die Gleichung fiir's 
Gleichgewicht der nach belfebigen Richtungen p ^y 
auf die Punkte Ay By.4 und in der Ebene der letztem 
wirkenden Ktäfte P, $,.. herleiten. Es ist nämlich 
diese Gleichung: 

{b) F.Pcoefp+G.Q eos gf+if.lt cos Ar+I.Scosis=Oy 

wo Fl G=^ cos ga : eos/hy G:ff== cos Ab : cosgby etc. 
Den Beweis dafür wird man sich leicht selbst ent- 
wickeln* 

Noch eine Betrachtung, die auf beide Aufgaben 
gleich anwendbar ist, die ich aber der Kürze wegen 
nur in Bezug auf die letztere anstellen will, enthält 
der folgende §. 

n. 10 
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§. 250. 

Sey ABC (Fig. 68.) das vorhin betrachtete, von 
dep Linien a, bj c gebildete Dreieck mit den unbeweg- 
lichen Punkten F^ 6^ H in a^ 6y e. Diese Punkte sol- 
len nicht in einer Geraden liegen, und daher das Drei- 
eck, welches man sich horizontal denke, unbeweglieh 
seyn. Sind nun /i, ^, r die an den Punkten P^ Qj M 
der a, 6^ c angebrachten Kräfte; ty t#, v die dadurdi 
in jiy By C erzeugten Pressungen von by c, a anf r, 
a, by und setzt man noch 

FB _ ^GC _ HA_ - 
TC~^' G4~^''EB— •' 

FP_^ GQ _. BB _j. 
TC—^'6A~^'BiB—^' 

80 hat man, wie in §. 2^7., die. Gleichungen: 

Hieraus folgt: g"9 — t+g(fp+f{Xr + ht))^0y 

d. i. gfp +g^y +/g^ÄV = (1-w) f, 
wo 10» ^=^fghy und eben so i r«|v 

%V + Ä>+^Ä/> = (1— «»)f#, ^ ^ 
/Ä> +;/> + hfgq = (1— wi) V. 

Wir wollen uns nun über die Art und Weise, wie 
sich nach diesen Formeln die von den Kräften py y, r 
entstehenden Pressungen ty Uy v vdl Ay By C'veriheilen, 
näher zu belehren suchen. Um unsere Aufmerksamkeit, 
auf einen bestimmten Fall zu richten, wollen wir an- 
nehmen, dass, wie in der Figur,, die Punkte jP, Oy H 
ausserhalb B und Cy C und Ay A und B auf dei^ Seite 
von By Cy A liegen. Alsdann sind f.y gy hy folglidi 
auch »1, zwischen und 1 enthalten, und daher ^^, 
h und 1 — m positiv. Wir wollen femer die Punkte 
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Pf fl9 R mit BnuA Cy C vokAAyAwiA B auf eineiw 
lea Säte von F^ O^ 17 liegend annehmen, so dasBy, 
g^f K positiv werden. Endlich wollen wir noch die 
Ejräfte Pj q^ r mit einerlei Zeichen behaftet, sie selbst 
also nach einerlei Seite gerichtet, etwa von oben nach 
onten, annehmen. Zufolge der Gleichungen (M) wer- 
den dann auch die Pressungen t^ ti, v nach unten ge- 
richtet seyn. 

In der Figur sind für diesen Fall die Linien a, by 
c als Stäbe gezeicLnet worden, die m A^ B^ C derge- 
stalt über einander weggehen, dass sie daselbst, bei den 
nach unten gerichteten Pressungen ty «#, v^ gegen ein- 
ander drücken, nicht von einander «ch zu trennen 
streben, und wir somit nicht nöthlg haben, sie unzer- 
trennlich mit einander verbunden anzunehmen (§.180«)« 

Sey nun zuerst /9=^0, r=:0, g' z=si.y und mke 
daher nur auf dep Stab b im Punkte A eine Kraft 
sss^. Hiermit werden die Gleichungen (M): 

also t^f. Diese Yersehiedenheit der Pressung f von 
der Kraft y scheint einen Widerspruch zu enthalten. 
Denn man sollte meinen, dass 3 wenn an dem Punkte 
A des Stabes by und sonst nirgend wo anders am 
Systeme, eine Kraft g wirkt, die dadurch bei A von b 
auf c hervorgebrachte Pressung, sowie die von e auf 
b rücUt^ärts ausgeübte Pressung, eben so gross als q 
selbst seyn müssten. Dieser Sc^Iuss wäre nun aller- 
dings richtig, sobald die Stäbe b und c bloss in A mit 
cinaDder verbunden wären. Allein sie sind es noch 
durch den Stab a, welcher b und c in C und B be- 
rührt, und hierdurch geschieht es, dass die in A von 
b auf c zunächst erzeugte und daher = y zu setzende 

10* 
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dieses im AügemeiDen unbeveglidia Sjstem (§• 248.) 
eine nnendlieh kleine Bewe^iehkeh erlangt. 

Anflosnng. Die g e w e ht e Bedingong ist offenbar 
ttnerlei mit derfemgen, nnter weleher die Seiten dei 
Dreiecks ABC sieh um £e P*kte F^ 6^ H dreheO| 
imd die Ecken desselben in Corfcn fortgehen, derea 
Tangenten ^ a% » sind. Letztere Beengung aber, und 
folglich auch £e erstere, besteht nach §• 232. G. in 
der Erfüllung der Gleichung: 

BF CO AH _MA NB LC 
FC^'GÄ'HB~ÄN'1BE''CM' 

§. 26L 

Aufgabe. Man hat ein in riner Ebene bewegli- 
dies Tiereck ABCD (Fig. 09.) mit constanten Seiten- 
längen und Tcrinderiichen Winkeln. Zwm Punkte F 
und H in zwri einander gegenüberliegenden Sdlten AB 
und CD sind nnheweglidi, und damit das Tiereck selbst 
im Allgemeinen unbeweglich (§. 217. Zus.). Die Lage 
der Punkte F and £r so an bestimmen, dass dem Tier- 
ecke noch eine unendlich kleine Bewegliokkeit fibrig 
bleibt 

Aufldsnng« Man lasse anf beliebige Punkte der 
AB Kräfte wirken , deren Moment in Besug auf jP, 
=/»! sey; desgleichen bringe man ii^endwo an CD 
Kräfte an, deren Moment in Besag auf J7, r^ heisse. 
Die Pressungen, welche deshalb die Seite DA in D 
und A auf die Seiten CD und AB ansäht, und welche 
in der Richtung von DA einander gleich und entge- 
gengesetzt sind, nenne man t und — ^; die Pressungen 
von BC auf die Enden B und C von AB und CD 
seyen eben so = cf und -? v. Alsdann hat man fiir's 
Gleichgewicht 
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§. 253. 

Aufgabe. Die Bedingung za finden, unter wel- 
cher ein Winkel C eines ebenen Yiereelcs ABCD 
(Fig. 65.) 9 dessen Seiten nuTeränderliohe Längen ha- 
ben, seinen grössten oder Icleinsten Werth erreicht. 

Auflösung« Man nehme den Winkel C unver- 
änderlioh an, lasse die Ecken C und />, und somit 
auch B^ unbeweglich werden, und untersuche nun, in 
welchem specielien Falle der, Ecke A Beweglichkeit 
noch übrig bleibt. Zu dem Ende bringe man an ^ 
eine Kraft P nach einer beliebigen Richtung AE in 
der Ebene des Vierecks an. Die Pressungen, welche 
dabei die Ecke A von den Seiten AB und AD er- 
fährt^ aeyen k und d^ so hat man für's Gleichgewicht 
von A die zwei Gleichungen: 

PBinDAE^bmBAD, PAnEAB = dAnBAD. 

Aus dici;ifen^'köD|ien aber die' Pressungen 6 und d 
nur dann berasisgeben, weqa sin BAD =r ist, also 
wenn A mit B und D in gerader Linie liegt. Dies 
ist demnach: die- Qedingung, unter welcher die Ecke 
A noch eine,' wiewohl unendlich kleine, Beweglichkeit 
hat 9 . und wo folglich der Winkel C^ wenn er verän- 
derlich betrachtet wird, seinen, grössten oder kleinste^ 
Werth erreicht«^ Man gewahrt übrigens leicht, dass C 
ein Maximum oder Minimum ist, oaohdent A in der 
Geraden BD zwischen oder ausserhalb B und D 
liegt. 

Man bemerke noch, dass, wenn sin BAD = 0, 
jede .der zwei Gleichungen des Gleichgewichts sich auf 
P=0 reducirt; d^ h, ist ein beweglicher Punkte mit 
zwei unbeweglichen B und D durch Linien von con- 
stauten Längen verbunden , und liegt A mit B und D 
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F uacfa im Durcksckiaitte K der Iriif aaiern Sei- 
too pefubitoi Genitm BOTval kL Don soD dasTier- 
eek UB F md J7 bevegt veriea k£«meB, so idoös es 
aucb, venu ^ frei ceLaBsscB «iri, sb C imd ZI, als 
tmbe verliehe Poiikte, so bevegfick serB, daf» die 
Läni^e too JSTF miTenadert bleibt, dus folglich #* ein 
ftof Zf/" Boraudes Elemeot beschreibt; und da dieses 
Element zufolge des angeführten Satzes auch auf FK 
normal ist, so massen Hj F und K in ein« Cieradeo 
liegen. 

e. Das Tiereck ABCD mit d«i swri Punkten jP, 
H in den Seiten AB^ CD ist ToUkommen bestimmt 
und kann constroirt werden, wenn £e Langen der 7 
Linien AB^ BCy CD^ DA^ AF^ DH^ FH gegeben 
rind« Lftsst man nur sechs dieser Langen gegeben 
sejn nnd constmirt mit ihnen das Viereck so, dass sich 
DA^ BCj FB in emem Punkte sdmeiden, so hat da- 
bei die siebente unbestimmt gelassene Länge ihren 
grSssten oder kleinsten Werth (§. 252.). Diess fahrt 
uns zu folgenden zwei Sätzen; 

1. Bei einem Vierecke FBCH mit constanten Sei- 
tenlangen und veränderlichen Winkeln ist der gegen- 
seitige Abstand ^/> zweier gegebenen Punkte ^ und 
D in zwei gegenüberliegenden Seiten FB und CB 
ein Maximum oder Minimum, wenn die Gerade AD 
den Durchschnitt K dos andern Paares gegenübei- 
liegondor Seiten BC und HF trifft. 

2. Hat mau ein Viereck FBCH mit constanten 
Soiteulängon und veränderlichen Winkeln, nnd be- 
wogt sich hoi Veränderung der Winkel ein Punkt D 
in der Seite CH ho^ dass sein Abstand Aß von ei- 
nem bestimmten Punkte A in der gegeniiberliegeD- 
don Seite FB unv^räntlerlich bleibt, so ist AD, so 



I 
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und eben 8o-=^ ^^-x ^ = ••-4 > 

Ä sin Ar + J^[cosÄÄ S sin </# + TF^oob d £ 

sin 6c «med ' 

S sin CS + W cos ci Psinap + Tcos^ 

sxncd * sin da 

Setzt man nun in diesen vier Gleichungen, der in 
§• 251. gegebenen Vorschrift gemäss, die Kräfte P, 
Qy M^ jS = und eliminirt hierauf die Pressungen 
T, 17, Vy ÜT, so kommt 

, . cos af cos bff cos c^ cos ^/ ^ 
^ ^ eoBag cosoA onset oos. dj ' 

als die gesuchte BedinguDg« 

§. 255. 

ZuB^aize. a. Man errichte in A^ B^ C^ D auf 
fi g^ f^^ i die 4 Normalen AK, BL, CM, DN. Be- 
gegne die Iste derselben der 2ten in L^ die 2te der 
3ten in üf, die 3te der 4ten in N und die 4te der Isten 
in JBT, 80 ist oosaf'=: sin LAB y oos ag = svn ABL, 
und 68 verhält sich daher 

oosafioosag^rtBLiALy 
und eben so cos bg i öosbh = CM : BM^ 

n« 8. w« Hiermit wird die erhaltene Bedingungsglei- 
ohung: 

AK BL CM PN _^ 
ALBM'CN' DK "" *' 

d. h.: Beschreibt man um das Viereck ABCD ein 
zweites KLMN^ dessen Seiten auf den Linien, in de-' 
neu die Ecken des ersten beweglich sind, normal ste- 
hen, 80 mnss das Product aus den Verhältnissen, nach 



^* 
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FB^B %a FAmmA Tcriialtak Di» Krifis p wui 
p* werde« aber noeh nt Gkichgewiekto iqrB, wenn 
man sie nadi denselben Ricbtnngea AD und BC in D 
nnd C animngt. Da sie noa alsdann aas demselben 
Gmnde, wie Torbin, in dem Yerbaltnkse ToniTCsinC 
an HDvokD sieben müssen, so mnss sieh Terfaaltea 
FBwDiB : FA %mA = HCmC : HDmiD^ weldies 
die zn Ende des §. 261. gefundene Gleicfanng giebt. 

2) Ist an einer der beiden Seiten DA nnd BC 
des Yiereeks, z« B. an BC^ in einem beliebigen Punkte 
Q nacb der Ricbtung QT eine Kraft q angebracht, so 
zerlege man dieselbe, um ihre Wirkung zu scbätzen, 
in zwei andere ^ und f^ naefa den Richtungen BC 
ond QOj wo O der Durchschnitt von AB mit CD ist 
Die Kraft q^ nadi der Richtung QO lasst sidi femer 
in zwd andere auf B und C nadi BO und CO wir- 
kende zerlegen, und ist daher Ten gar keiner Wir- 
kung, weil in BO und CO die unbeweglichen Punkte 
F und H liegen. Die nach QT gerichtete Kraft q 
ist folglich gleichwirfcend mit der nach BC gerichteten 

^*^*«^=«'sEr^eö- 

3) In dem besondem Falle, wenn AB uuä CD 
parallel sind, wird es auch QO mit AB^ und daher / 
xs^sin {AB'(f) ; sin^. Alsdann ist folglich die Inten- 
sität von / bloss von der Intensität von q nnd Ton dem 
Winkel AB^q abhängig, d* h. die Wurkung einer an 
BC im Punkte Q angebrachten Kraft q bleibt ungeän- 
dort, wenn die Kraft parallel mit ihrer Richtung an 
Irgend einen andern Punkt von BC verlegt wird. 

Dasselbe folgt auch unmittelbar ans der Theorie 
der Kräftepaare. Denn wirken auf zwei Punkte der 
Seite BC^ oder ttberhaupt auf zwei Punkte in der 
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lodert) wenn M mit L znsaninienfällt. Eben so wird 
bewieMO , das« der Winkel BCD nur dann sich nicht 
ändert 9 wenn N mit M zusammenfallt $ u. s. w« Soll 
folglich das Viereck ohne Aenderung seiner Winkel 
verrückbar sejn, so müssen die vier auf/*, g^.. in 
A^ B^m • errichteten Perpendikel sich in einem Punkte^ 
er heisse ^ schneiden. Dass umgekehrt, wenn diese 
Bedingung orfnllt ist, jederzeit auch Beweglichkeit statt 
findet, erhellet sogleich aus der Formel in a,, in wel- 
cher für diesen Fall ALz=^AK^ BM = BLy etc. ist, 
ah^r auch schon daraus, dass, wenn das Viereck mit 
eonstant bleibenden Winkeln um den Punkt O um ein 
naendlich Geringes gedreht jirird , die Ecken, ^, J7, •• 
Normalen auf OA^ OB^... beschreiben und folglich in 
f^ gy fortrücken. 

d. Analoge Resultate^ wie wir jetzt für ein Viereck 
gefanden haben, ergeben sich auch für jedes andere 
Vieleck. Soll insbesondere ein Dreieck ABC^ dessen 
Seitenlängen eonstant sind, mit seinen Ecken in den 
Seiten y^ g^.h eines unbeweglichen Dreiecks beweglich 
lejn, so müssen, weil mit den eonstant gesetzten Sei- 
tenlängen eines Dreiecks auch die Winkel desselben 
mVeränderlich werden, die drei in A^ By C ^^f f^gyh 
errichteten Perpendikel sich in einem Punkte O schnei- 
len. Das Dreieck ABC ist alsdann um O ein unend- 
lich Weniges drehbar. 

Aehnlicber Welse zei^ sich, dass, wenn in einer 
Ebene zwei Cnrven in drei Punkten einander berühren 
und daher unbeweglich gegen einander sind (§. 243.) 
eine onendKeh kleine Beweglichkeit in dem Falle ein- 
tritt, wenn die NcHmalen , in den drei Berührungspnnk- 
teh in ^em Punkte Nsammentreffen. 
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am grSsstea oder kleiosten wird. Fügt man die Uiiie 
fl4 TOD constanter Länge wieder bioza^ Ifisst aber ih- 
ren Endpunkt ^ nicht mehr mit der Linie B€f in J 
fest verbunden, sondern darin beweglich seyn, so er- 
hält die Figur gleichfalls Beweglichkeit, und die Linie 
uiOj so wie jlBy wird unter derselben Bedingungs- 
' gleiobunff ein Maximum oder Minimum. 

6. Sind Ky L^ M die gegenseitigen Dnrebsohnitte 
von ABy CDy EF^ so ist: 

b\vlA~ FK^ sinC~ BL' %\nE~ DItP 

nnil mau kann damit die Bedlnguogsgleiohung aof fol- 
gende Weise darstellen; 

KA OB LC BD^ ME IF 
~ÄC' EL' CH' DM' EI' FK^^* 

IlMtimmt man daher ia AB^ CD, EP drei Pnokt« 
W,, //,, /,, von denen G^ mit K, A, 6, B, L\-Hy 
mit / , f \ //» O, M'y /, mit 3f, Ä, /, F, K eine 
«»•avwnuMl«» ^«««mttrische Involution bildet, d.b. welche 

A i WÄ IM^ 4 lf£^£. ^^_ 4 

-W fkt*'4i\K~ ' CH'DM'H.L *» 

MB JP Kf,_ 

EI'PK'l\M—~** 

9(1 *W\^i üloh die BedingangsgleioboBg zasammea in: 



KG, LH MI,_ . 
G,L'H,M'TJi:—~^ 



iwd giebt somit zu erkennen , dass Git H^y I^m &■ 
U«r Goraden liegen müssen °). 

♦) Die drei Punkte O, , H^ , /, können dnrdi folgende Ckm- 
a^odon gefunden werden. Sejren N und Ö die I>ar«h8€hnitte fot 
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DBTiAA'^FD.FA^ 
AA'xBB^GAiGB, 
BB .CC =HBiHC. 

Damit nun auch die um / drehbare Linie d durch 
C^ und jy gehen könne ^ mu«s sich verhalten: 

CCxDiy =^ICiID. 

HiCiTaus aber folgt in Verbindung mit den drei vor- 
hergehenden Proportionen die obige Bedingungsglei- 
ohung. — Man bemerke noch, dass die nachherigen 
Oerter A\ B^y.. ^on A^ B^.. abwechselnd über und 
unter die horizontale Ebene fallen, wenn, wie in der 
Figur, die. unbeweglichen Punkte F^ &, .. in den Li- 
nien a, £,•• zwischen den Begegnungspunkten A^ iff,.. 
dieser Linien, nicht ausserhalb derselben, liegen. Uebri- 
gens sieht man leicht, dass die Beweglichkeit, wenn 
eine solche statt findet, hier nicht eine unendlich kleine 
ist, sondern dass bei der vorausgesetzten unbestimmten 
Länge der Linien a, ^, • . die Punkte JF, /^, . . jeden 
beliebigen Abstand von der horizontalen Ebene errei* 
chen können. 

h. Die Bedingungsgleichung fur's Gleichgewicht lässt 
sich auch du^ch das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten entwickeln. Sind nämlich F^ 3',.* (lie Oer- 
ter, welche die Angriffspunkte P, $,..der Kjräfte/i,y,.. 
nach einer unendlich kleinen Yerrückung des Systems 
einnehmen, so sind PF^ QQf^... vertical, fallen da- 
her mit den Richtungen von /i, 7,.. zusammen, und 
ist folglieh beim Gleichgewichte: 

PF .p + a(t .q + RB! .r + SSr.$ = 0. 

Nun verhalt sich 

PP' . AA' == FP i FA^ 



l\ti im W!tiii9i %'* -^x« 90*^ -f-i,... madien. Man 
tU{««ii«nuia öiit^^ Pctt^ssuxucca. ras^ mit 2f, 2uj 2», 2wj 
^ tinx»« «iiii Pt«iäuu;f Sr justEr m mcbmcB kl, weoi 
ilu*^ Kicbcuu^ rtt itttr r!iuc inrcfc 9ß^ -(- a bestimmt wird, 
ii«2i^c4iiv « Hcutt :ittt «iiit düt^psniupHitile is^ D« 8. w. 

Ihti^ itiUititjQ^^nviuiic iauuirt man iait, wcaa wir die 
UiilHtM^Utjbtsu tfuukai ^« 4r... wfjfaüMrm mtd dafar 
u(ia lft^$«$uu^mi 'ir^ itt»..» ^triiAg Krafie nach den 
Kic«iiuii(^t»i 9li^ -^ i. JU^ -^ u SL dwifwllicn Stellen 

Hcitu H;r jiitit} .iitf^Hfr K:ririjf ji ssmL mit äir parallele 
ACi'it'c^^ii ^ '«isLciitf auf ici« Eaicsoiijcitt: dar jedesmaligen 
Seit«; nirkeiL. Wir leciextsk äa^tnar S^ in die awei da- 
mit puriuLdka Krirre »a ^ wad. Mz 

¥B AP 

ftt AW 

weüa -j^ = t (1+ ^>, föLEd» -j^ = ; f 1 — «) gesefxt 

wird, ojQd ao daLer 

FB — AF 

ist. H^iztii wir ebeu s<p 
GC^f/O IID—CH lA—DI . 

so i«t die Kraft 2i^ gleichwirkend mit dea zwei ihr 
parallelen Kfiihtu {i + 6)u und (1 — ^) » aa ^ und 
Cj n« «• w* ' 

llieroacb haben wir es jetzt mit ebem Tiereeke 
zn thun, dessen Kcken allein der Wirkong Ton Kräf- 
ten aiiMgesetzt sind; nämlich auf A wirkeo die Erifte 
Pf (i'^ä)w, {i + a)t', auf B die, Kräfte y, (1— ä)^, 
{i + //)ui u* 8. w«, und es sind nunmehr die Cüeiohim- 
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gen für das Gleichgewicht dieses Systems zu entwickeln. 
Da wir aber nur die Bedingung der unendlich kleinen 
Beweglichkeit suchen wollen^ so können wir in diesen 
Gleichungen die ursprünglichen Kräfte /?, ••# auch weg« 
' lassen und somit auf A bloss die Kräfte (1 — d)w und 
(1 +^) ^ nach den Richtungen OO^" + J und W +a; 
an B bloss die Kräfte (1 — €i)t und (1-f-^) u nach 
den Richtungen 90"=* -f-^ ^i^d 90° + ßs u* ^* ^« wirkend 
annehmen« Die Elimination von /, Uy v^ w aus den 
Gleichungen für das Gleichgewicht dieser Kräfte wird 
uns hierauf zu der gesuchten Bedingung hinführen. 
Die Gleichungen selbst sind nach §• 220« zu Ende: 

^(1— flOi^sin(90°+J— J)+(l+a)fein(90^+a— J))sin(/?--.a) 

^(1— a)^in(90°+a— /yj+(l+Ä)«^sin(90°+iJ— /y))sin(a..J), 

d. L 

(1) ^[sinO?— 2a + rf)+asin(/?— J)I 

= (1 + Ä)«^ sin(a — S) — (i — rf)w Äxx{ß — a), 

und eben so noch drei andere Gleichungen , die sich 
schon aus (1) durch gehörige Yertauschung der Buch- 
staben ergeben, nämlich: 

(2) «^ [(sin y — 2/J + «) + * sin (y — «)] 

= (1 + c) t/sin O^—a) — (1 — a) ^ sin (y— /?), 

'u. s. w. Statt der dritten und vierten Gleichung aber 
wollen wir diejenigen zwei bei weitem einfacheren Glei- 
chungen gebrauchen, welche ausdrücken, dass die 8 
Kräfte (l-(-a)^, (1 + ^)^9 etc., wenn sie parallel mit, 
ihren Richtungen 90^ + a, 90°+/?, etc. an einen und 
denselben Punkt getragen werden, einander, — - ob- 
wohl eigentlich den Kräften /», 7, r, #, — das Gleich- 
n. li 



gemUkt hauten. Diese zwei GleidmngeD, Cm ans jeneA 
vier Gleichimgett durch f ehorige Yerbindiuig denelbea 
ebeafrüls heire^ehen Büssea, siod: 

tma+mm,d + tmy + wm3=0ij 
/cosa-l-weof J+reos]^ +ircoaJ=0, 

woför wir, das einemal tr, das anderemal v elinmiirend, 
auch setzen können: 

(3) rsinfJ — 7)=:/8in(a — i)+usbk(ß — J), 
(♦) mmn{S — y)=/sin(y — u) + mm{y — ß). 

Es ist non noch übrig, ans (1), (2), (3), (4) die 
drei Yeriiähnisse zwischen tj «, r, w wegzuschaffea. 
Die Sobstitation der Werthe Ton w nnd r ans (4) uod 
(3) in (1) nnd (2) Terwandelt letztere zwei Gieiohnngeo 
in: 

(5) Tt+Uu=0, {ß)Tt+üu = 0^ 

wo T=[8inOy— 2a+J)+a8inO?— J)j8in(*— y) 
+(1 — d)Biü{y — a)ün(ß — o) 

U= — ii+6) 8in(a— *) Biu{S^y)+{i—d) 8iD(y-/?)8in (/?-«) 

2r= — (1+c) 8in(a^ J)8in(/?— a)+(l— o)siD(y— /J)sin((r-y) 

ü'=[8b(y— 2/J+a)+*sin(y— a)]8in(a— y) 

— (t+c)8in(^— J)8in(/y— a). 

Zufolge der bekannten Formel 

(*)8in/'8in(^— ^)+8in^8in (A— /)=8in^sin (g—J) 
ist aber 

'•in(y^^)iin(^— «)+iin(y— tf)8iii(a--<r)==sin(a--tf-|-y-/?)süi(/?--<r), 
•in(J— y)iin(y— /?)4.iin((f— a)s£ii(^— a) = sm(^— a+cf— y)»iii(y— ^), 

Setzen wir daher zur Abkürzung: 
8in(a— /?)=^, 8in(/?— y)=Ä, 8in(y— J)=C, sin( J—a)=i>, 
shi(a— y)=#; sinO?— J)=€?, wii(a— /J+y— J)»W, 
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80 wird: T=—MI)—aCG—djiFy 

U= MO—bCD-'dAB^ , 
T= MF — aBC^eAD^ 
U'= MB + bCF+cAG. 

Ans (5) und (6) folgt nnn nach Elimination des Ver- 
hältnisses ^:f^ 

(7) T'U^TÜ'z=^0. 

Yermöge der eben aufgestellten Werthevon T^..ir 
aber ergiebt sich 

T'CT- TU'= (M^ +a6.C^+ cd. A^) (FG + BD) 

+ {acM^ + ad.B^+6o.D^i'6d.F^)ACi 

und da, wie man mit Hülfe der Formel (*) leicht nnde^ 

FG + BD=CA 
ist 9 so reducirt sich die Gleichung (7) auf: 

0=il!f ^ +cd.A^+ad.B^+a6.C^+6o.D^+6d.F^+ae.G^, 

Dividirt man noch mit aöcd und setzt für ilf, Ay 
By... die damit bezeichneten Sinus, so erhält man fol- 
gende durch ihre Form in der That merkwürdige Glei- 
chung: 

siu{a—ß+Y-äy sin{a- ßy 8in(/g— y) ^ 8in(y--J)* . 
^— abcd "•" ab "•" bo """ cd 

, sin(J— g)» , 8m(tt— y )^ , sinQ?— J)^ 
^ da ^ ac ^ bd ^ 

als die Bedingung, unter weldier das Tiereck um ein 
nnendlich Weniges beweglidi wird. 

§. 267. 

Zusätze, a. Ist das Viereck ein Parallelogramm, 
BD hat man y = ISO'' + a, j = 180'' + ß^ und die Glei- 
chung wird 

sui2(o— /J)» . /l . 1 , 1 . 1\ . r o\i. 

11- 



M4 ÄwteT**. ._- 

^ ^b> PwBliaiitcTBiiim ein Reobteck, so ist noch 
»-— ^ = MV ^ abu^ 

%» WmämtrauL Aat UnwucUnhkeit, nnd es moss folg- 
iinki «UMnönr « -> r=- R. nter /' + </=0 sejn. 



t = ^^ » « * - r= -^-^_^^. ÄimiDt 

i Tfcy» nmi dir Ljnimi .^JP iui£ Clf nach den eben so 
hniii i^i iiiiMm Riniirmif^cL nii: einerlei Zeichen, so sind 
\tanx Ri^idiTUDkr ■ «r vjt i»cuL Paraliuiocrminme) ABnm 
CA fmoaiiief ckuoi . hijol öcm Zeioben nach. Die 
kf fiir &e Brv^etLüiiteh : u — r = 0, wird hier- 
ideuöficli mh : £f£ß = JiF.^ nuL 7dsirt dadurch an, 
dw» die Gerade FU mit den ScItci MC nnd JD^ 
jMrallel seju nines (Fi^. 72 ^j. Dass nn?«' äeser Be- 
dia^nin;^ das ILecliteck eicb cm ein nnencJidi Weniges 
Terrückeu lasst, ist leidbt eixzznsehen. DreLi man näm- 
licfa die Keile AB um eben nnendlick kj^i;3en Winkel 
«m den Punkt F^ so verschieben sicäi BC nnd /)i 
an 6' ttttd iy ohne sich zu drehen, rockan also in sich 
selbvt fort j aad die Seite CD dreht äch nm B um 
denselben Winkel und nach derselben lUcbmng, vie ^JS* 

FJben so wird durch die Gleidinnc i4-</=0 der 
Parallelisnius von fJi mit ^iff nnd CD ausgedrückt. 
In diesem Falle besteht die Verrücknng des Vierecks 
darin, dass sich BC und DA nm €r nnd / drehen^ 
während sich AB und CD an P nnd €r rerschieben. 

c. Kind /; &, //, / die Mittelpunkte der Seiten 
ABy BCf.^.y so sind a, b^ r, i^=0. In diesem Falle 
redueirt sUdi die allgemeine Gleichung auf 
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sin (a -r- /J +y — J) = 0, 
und giebt damit zu erkennen, dass die Summe zweier ge« 
genüberliegender Winkel des Vierecks 2 oder 4 rechten 
Winkeln gleich sejn moss, dass also um das Viereck 
ein Kreis beschrieben werden können muss. Und in der 
That, ist ABCD ein in einem Kreise beschriebenes 
Viereck, und nimmt man in dem Kreise nach einerlei 
Seite zu die Bögen AA\ BB^ CC^ Diy einander 
gleich und unendlich klein, so sind die Geraden AB 
und Aff^ BC und B!C^ etc. paarweise einander gleich 
und halbiren sich gegenseitig. 



Sechstes Kapitel 

Vom Gleichgewichte an Ketten und an 
Tollkommen biegsamen F&den. 

§. 268. 

Die einfachste Art, auf welche mehrere Körper 
mit einander verbanden seyn können, besteht darin, 
dass von ihnen, in einer gewissen Ordnung genommen^ 
jeder mit dem nächstvorhergehenden und dem nächst- 
folgenden, keiner also mit mehr als zweien der übri- 
gen, verbunden ist. Ein solches System, bei welchem 
übrigens noch vorauszusetzen ist, dass je zwei mit ein- 
ander verbundene Körper noch gegenseitige Beweglich- 
keit haben , indem sie sonst als ein einziger Körper zu 
betrachten wären, nennt man eine Kette, die einzel- 
nen Körper selbst: die Glieder der Kette. Ist der 
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dieses im Allgemeinen anbewegliche System (§• 248.) 
eine unendlich kleine Beweglichkeit erlangt. 

Auflösung. Die gesuchte Bedingung ist offenbar 
einerlei mit derjenigen, unter welcher die Seiten des 
Dreiecks JBC sich um die Pitikte Fy O^ H drehen, 
und die Ecken desselben in Curven fortgehen, deren 
Tangenten /, m^ n sind. Letztere Bedingung aber, und 
folglich auch die erstere, besteht nach §• 232. C. in 
der Erfüllung der Gleichung: 

BF CO AH _MA iV» LC 

§. 261. 

Aufgabe. Man hat ein in einer Ebene bewegü- 
dies Viereck ABCD (Fig. 69.) mit constanten Seiten- 
längen und Tcränderliohen Winkeln. Zwei Punkte F 
und H in zw« rinander gegenüberliegenden Seiten AB 
und CD sind unheweglidb, und damit das l^ereck selbst 
im Allgemeinen unbeweglich (§• 247. Zus.). Die Lage 
der Punkte F und H so zu bestimmen, dass dem Yier- 
ecke noch eine unendlich kleine Bewegliokkeit fibrig 
bleibt 

Auflösung. Man lasse auf beliebige Punkte der 
AB Kräfte wirken, deren Moment in Bezug auf F^ 
=s/9^ sey; desgleichen bringe man irgendwo an CD 
Kräfte an, deren Moment in Bezug auf Zf, r^ heisse. 
Die Pressungen, welche deshalb die Seite DA in D 
und A auf die Seiten CD und AB ansäht, und welche 
in der Richtung von DA einander gleich und entge- 
gengesetzt sind, nenne man t und — 1\ die Pressungen 
von BC auf die Enden B und C von AB und CD 
seyen eben so = c/ und — ? v. Alsdann hat man fiir's 
Gleichgewicht 
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smigeD, n. 8. w. Sämmtliche Pressungen T, T\ T\ ... 
sind daher einander gleich, und ihre Richtungen fallen 
nebst den Berührungspunkten ji^ A\ A\ • • • in eine 
und dieselbe Gerade. Ist nun etwa m, der erst^ und 
ni' der letzte Körper der Reihe , so muss an m^ die 
Pressung T mit der Kraft P^ und an m" die Pressung 
— T'' mit der Kraft Q, im Gleichgewichte seyn. Dies 
fuhrt zu folgenden zwei Bedingungen für das Gleichge» 
wicht des ganzen Systems: 

1) Die Berührungspunkte, der Körper müssen in 
einer Geraden liegen. 

2) Die zwei Kräfte P und Q müssen in dieser Ge- 
raden nach entgegengesetzten Richtungen wirken und 
einander gleich seyn« 

§. 270, 

Das Gleichgewicht jedes einzelnen Gliedes der eben 
betrachteten Kette, und mitbin das Gleichgewicht der 
ganzen Kette selbst, ist sicher, oder unsicher, jenaob» 
dem die zwei Kräfte am Anfang und Ende derselben 
die Glieder von einander zu entfernen streben, oder 
sie gegen einander drücken. Im letztern Falle wächst 
die Unsicherheit des Gleichgewichts mit der Anzahl 
der Glieder, so dass bei physischen Körpern, obschon 
sich diese nicht in mathematischen Punkten, sondern 
in kleinen Flächen berühren, auch gegenseitigen Rei- 
bungen unterworfen sind, ein solches Gleichgewicht 
nur dann noch erhalten werden kann, wenn die Anzahl 
derselben sehr gering ist. Beix einer Reihe unendlich 
vieler und unendlich kleiner Körper, d. \. bei einem 
vollkommen biegsamen Faden, kann daher von einem 
unsichern Gleichgewichte nicht mehr die Rede seyn. 

Die Bedinguf^m för doM Oleichgewickt etnes 
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vottkofmnen biegsamen und frei beweglichen Fadem j 
auf dessen JEnden zwei Kräfte wirken^ sind dem- 
nach 

1) dass der Faden eine gerade lAnie bildet^ und 

2) dass die Kräfte einander gleich [sind und^ 
nach entgegengesetzten in die Fadenlinie fallenden 
Hichtungen wirkend^ die Finden der Linie von ein- 
ander XU entfernen streben. 

Die PressuDgen oder die Kr&fte, mit denen bei 
diesem Gleiohgewiohte je zwei näohstfolgende Elemente 
des Fadens auf einander wirken , sind zufolge des vor. 
§• den Kräften an den Enden des Fadens gleieh und 
so gerichtet, dass die Elemente nicht gegen einander 
drücken, sondern in der Richtung der Fadenlinie sich 
von einander zu trennen suchen; es sind daher keine 
eigentlichen Pressungen, sondern Spannungen (§• 200.) 
— - so wie auch bei jedem andern Systeme von Kräften, 
welche an einem Faden im Gleichgewichte sind, die 
Elemente des Fadens, wegen der Unmöglichkeit eines 
unsichern Gleichgewichts, nur spannend auf einander 
wirken können. 

Beim Oleichgewichte zwischen zwei Kräften^ 
welclis an den Finden eines freien und vollkommen 
biegsamen Fadens angebracht sindj herrscht also in 
federn Punkte des Fadens eine Spannung^ deren Itich* 
tung in die Fadenlinie fällt^ und deren Intensität 
der gemeifischaftlichen Intensität der beiden Kräfte 
gleich ist. 

§. 271. 

Wir wollen jetzt die in §. 269. untersuchte Kette 
nicht mehr vollkommen frei beweglich, sondern der Be- 
dingung unterworfen seyn lassen, dass ihre Glieder eine 
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unbewegliche Fläche berühren. Mit Beibehaltung der 
obigen Bezeichnungen seyen noch B^ B'y.. (Fig. 74.) 
die Berührungspunkte der Glieder m^ m\*.. mit der 
Fläche, undjß, R^... die daselbst von letzterer auf er- 
stere ausgeübten Pressungen. Halten sich nun zwei auf 
das erste und letzte Glied wirkende Kräfte das Gleicbge- 
wicht, so müssen an jedem Mittelgliede besonders die 
Spannungen, welche es von dem vorhergehenden und 
folgenden Gliede erleidet, und die von der Fläche auf 
dasselbe erzeugte Pressung im Gleichgewichte mit ein- 
ander seyn. Die drei auf der Oberfläche von m in A^ 
A' und B zu errichtenden Normalen, als die Richtun- 
gen der auf m wirkenden Kräfte T, T und R^ müs- 
sen sich folglich in einem Punkte C schneiden und in 
einer Ebene liegen, und es muss sich verhalten 

T: T.R = %\vlBCA' : sin^CÄ: sin^C^'. 

Auf gleiche Art ti*efFen wegen des Gleichgewichts von 
ni die drei in A\ A" und B auf ni zu errichtenden 
Normalen in einem Punkte O zusammen und liegen in 
einer Ebene, und man hat 

folglich in Verbindung mit dem Verhältnisse zwischen 

T und T': 

T _ sinÄC^' sin B Cjt' 

T" ~ sinACR sin A'&R 

und ähnlicher Weise: 

T sm BC A' sin R CA" sin R' CA''' 
T^'^^mACB • sin A'CB' ' ävlA'C'R' ' 

und eben so ergiebt sich das Verhältniss auch zwischen 
irgend kwei andern Spannungen, folglich auch das Ver- 
hältniss zwischen P und Q, indem die Spannung des 
ersten Gliedes der Kette durch ein vorhergehendes 
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Glied die Kraft P, und die Spannong des letzten Glie- 
des duroh ein folgendes die Kraft Q y^^tt, Ist folg- 
lich m das erste Glied und mi^^ das letzte, C^ die 

Richtung von P und C^") ^(" + *) die Richtung von«, 
so hat man: 

P_^inBCJ^ sinB^CJ^ sin ^W g(°) ^C" -*-^) 
Q-BiuACB • sin A'CJT'' sin^W^W^) 

Die Bedingungen des Gleichgewichts bestehen da- 
her gegenwärtig darin: 

1) dass die Normalen in der Berührung des er- 
sten (letzten) Gliedes mit der unbeweglichen Fläche 
und mit dem zweiten (vorletzten) Gliede und die Rich- 
tung der Kraft P {Q) in einer Ebene liegen und sich 
in einem Pnnlite schneiden; 

2) dass eben so die Normalen in der Berührung 
jedes Mittelgliedes mit dem vorhergehenden und folgen- 
den Gliede und mit der Fläcbe in einer Ebene liegen 
und in einem Punkte zusammeutreflcn, und 

3) dass zwischen den lutensitüteu von P und Q, 
das eben gefundene Yerhältniss zwischen den Sinus- 
sen der von den Normaleiii und den Richtungen von 
P und Q gebildeten Wiukel statt findet. 

§. 272. 

Um jetzt von der eben betrachteten Kette %u ei- 
nem über eine unbewegliche Fläche gelegten und an 
seinen Enden durch Kräfte gespannten Faden über- 
zugehen, wird es am einfachsten sejn, uns die Glieder 
der Kette als unendlich kleine einander gleiche Kugeln 
zu denken. Denn sind die Glieder kugelförmig, so 
braucht die Bedingung, dass bei jedem Gliede die Nor- 
malen in den drei Berührungen mit der Fläche und den 
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zwei angrenzenden Gliedern sich in einem Punkte schnei- 
den, nicht ausdrücklich erwähnt zu werden, da sämmt- 
liche Normalen auf der Oberfläche einer Kugel in ih- 
rem Mittelpunkte zusammentreffen. Rücksichtlich der 
gegenseitigen Lage der Kugeln bleibt daher bloss die 
Bedingung übrig, dass bei jeder die gedachten drei 
Normalen in einer Ebene liegen, oder^ was auf das- 
selbe hinauskommt, dass die Mittelpunkte (7, (7, C 
Ton je drei auf einander folgenden Kugeln m^ m\ ni' 
mit dem Punkte Bf^ in welchem die mittlere Kugel ni 
die Fläche berührt, in einer Ebene enthalten sind. 

Indem wir nun die Kugeln unendlich klein und ein- 
ander gleich annehmen, lassen sich CC^ CCy... 
als Elemente einer von der Fläche überall um den 
Halbmesser der Kugeln abstehenden Gurve, d. i. eines 
über die Fläche gelegten Fadens, ansehen, und die 
letztere Bedingung drückt dann aus, dass je zwei nächst- 
folgende Elemente des Fadens, und die Normale der 
Fläche an derselben Stelle in einer Ebene liegen, d. h. 
dass in jedem Punkte der von dem Faden gebildeten 
CurTO die Krümmungsebene derselben auf der Fläche 
rechtwinklig steht. Bekanntlich ist dieses die charak- 
teristische Eigenschaft der kijrzesten Linie, welche auf 
einer gegebenen Fläche zwischen zwei gegebenen Punk- 
ten derselben sich ziehen lässt ^). Mithin muss der 

*) Dies gilt wenigstens im Allgemeinen. .In Jedsm Falle aber 
wird man eine Curve, die jene charakteristische Eigenschaft besitzt^ 
in Theile zerlegen können , deren jeder ein Minimnm zwischen seinen 
Endpunkten ist, sollte anch nicht die ganze Curve die jmÖglich kleinste 
zwischen ihren Endpunkten seyn. Zerlegt man z. B* den Bogen ei- 
nes grÖssten Kreises anf einer Kugel, der grösser als ein Halbkreis 
ist» in Theile, deren jeder kleiner als ein Halbkreis ist, so ist- 
jeder dieser Theile die kürzeste Linie anf der Kugel zwischen 
ihren Endpunkten« Dagegen Ist der ganze Bogen unter allen 
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Faden zwischen seinen beiden Endpunkten so liegen^ 
das» er die kürzeste lAnie ist, die auf der Fläche von 
dem einen Endpunkte desselben »um andern gex^gsß 
werden kann^ oder doch sOy dass getsugsmm JUeim 
Theile desselben die kürzesten Linien zwischen ihren 



einfach gekrümmten Linien, die sich auf der Kugel zwiidieii aeiBei 
Enden ziehen lassen, die längste» und die Erganzong dieies Bogen 
ZQ einem ganzen Kreise die kürzeste auf der KugeL 

Dass bei der kürzesten Corve , die sieh auf einer gegebenea FB* 
che zwischen zwei Punkten der letztem ziehen lasst, die Kfnmnmp' 
ebene der Canre überall rechtwinklig auf der Flache steht, ISnt Ml 
folgendergestalt geometrisch darthun« Seyen AB^ BC (Fig. Kk) iwci 
nächstfolgende Elemente der Cunre, und Jkf 0, MP die EEIemente der 
Fläche, in denen erstere' Elemente enthalten sind. Die Elemente der 
Curre wollen wir uns geradlinig und die der Flache eben denket, 
und MN sey die Gerade > in welcher sidi die letztem schneiden* Da 
nun die ganze Carre die kürzeste Linie seyn soll, welche zwischen 
ihren Endpunkten auf der Fläche gezogen werden kann, so muss auch 
der Theil ABC derselben die kürzeste Linie unter allen seyn, welche 
von A geradlinig nach einem Punkte der MN und von da geradlinig 
nach C sich ziehen lassen. Da ferner die Länge dieser gebrochenen 
Linie sich nicht ändert, wenn das eine der beiden Flächenelemente 
MO und 3IP, oder beide zugleich, mit den Linienelementen AB and 
£C, welclie sie enthalten, um MJS als Axe gedreht werden, so wird 
diejenige Linie ABC die kürzeste seyn, welche nach einer Drehung, 
wodurch MP in die erweiterte Ebene von MO fällt, zu einer ange- 
brochenen Geraden, als der kürzesten Linie zwischen zwei Punkten 
in einer Ebene, wird. Kommt daher C nach dieser Drehung nach CT, 
•o muss B in die Gerade AC fallen« Nun beschreibt bei dieser Dre- 
hung die Gerade BC die Fläche eines geraden Kegels, von welchem 
MN die Axe ist. Ein Element dieser Kegelfläche ist der Winkel 
CBC \ die durch die Axe gehenden Ebenen MBC und MBC müssen 
folglich mit der Ebene des Winkels CBC unendlicli nahe rechte Win- 
kel machen, d« h«, weil BC die geradlinige Verlängerung yon AB 
ist: die Berührungsebenen MO und MP der Flache müssen auf der 
Kriimmungsebene ABC der Gurre rechtwinklig seyn« 
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Endfmnkten sind. Dies ist die erste BedinguDg des 
Gleiobgewichts. 

Sodann sind wegen der Gleichheit und unendlichen 
EUeinheit der Kugeln die Winkel ^Cß, BCA\ A'UB^ 
eto. unendlich wenig von rechten Winkeln, mithin ihre 
Sinus um unendlich kleine Grössen der zweiten Ord- 
nung von der Einheit verschieden. Zufolge der Pro- 
portion: 7: T" = sin BCA' : sin ACBy ist daher der Un- 
terschied je zweier nächstfolgenden Spannungen nur ein 
ODendlich Kleines der zweiten Ordnung, also erst der 
Unterschied zweier Spannungen, zwischen welche eine 
nneadllche Menge anderer fallen, d. i. der Spannungen 
an zwei um einen endlichen Theil des Fadens von 
einander entfernten Stellen, von der ersten Ordnung, 
d. h. die Spannung des Fadens ist überall von glei» 
eher Grösse ^ ihre Richtung aber ist die der Tan- 
gente der Fadencurve» 

Da nun am ersten (letzten) Elemente die Kraft P« 
(Q) mit der vom zweiten (vorletzten) Elemente auf das- 
selbe hervorgebrachten Spannung das Gleichgewicht hal- 
ten musB, und dieses Element, gleich den übrigen, an 
der unbeweglichen Fläche beweglich ist, so ergiebt 
sich als zweite Bedingung für das Gleichgewicht des 
Fadens, dass jede der beiden Kräfte^ welche auf den 
Anfang und das Ende des Fadens wirken^ mit der 
Normale der Fläche und der Tangente des Fadens 
daselbst in einer Ebene liegt ^ und dass^ wenn man 
die Kräfte nach diesen Richtungen zerlegt^ die tan- 
gentialen Kräfte einander {und der Spannung des 
Fadens) gleich sind und den Faden nach entgegen-* 
gesetxten Seiten xu ziehen suchen^ 
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Axe die Winkel 90<> +a, W+ßy... macheD. Man 
bea^ichne diese Pressungen resp. mit 2t^ ^y 2vy 2Wy 
so dass die Pressung 2t positiv zu nehmen Ut, weim 
ihre Richtung iü der That durch 90^ -|- a bestimmt wird^ 
negativ, wenn sie die entgegengesetzte ist, u. s. w. 

Das Gleichgewicht dauert nun fort, wenn wir ^ die 
unbeweglichen Punkte F^ 6r, •• weglassen und dafür 
den Pressungen 2ty 2uy.,. gleiche Kräfte nach den 
Richtungen 90° + a, 90° +/?,••• an denselben Stellen 
Fy 6r, ... der Seiten anbringen; es dauert noch fort, 
wenn wir jede dieser Kräfte in zwei mit ihr parallele 
zerlegen, welche auf die Endpunkte der jedesmaligen 
Seite wirken. Wir zerlegen daher 2t in die zwei da- 
mit parallelen Kräfte an A und« B: 

^.2f=(l + a)f und^.2^ = (l-a)f, ^ 

Fß \ÄF 

wenn -j^ = | (1 + a), folglich j^ = ^ (1 — a) gesetzt 

wird, und wo daher » 

FB — AF 

AB '' 

ist. Setzen wir eben so 

OC^B O, HD-^C H lA—D I 

BC — ' CD —^' DA ~ 

so ist die Kraft 2u gleichwirkend mit den zwe 
parallelen Kräften (l-(-^)€/ und (1 — ^) f^ an 1 

Cy 11. S. W. ' 

Hiernach haben wir ,es jetzt mit einem Yi 
zu thun, dessen Ecken allein der Wirkung vor 
ten ausgesetzt sind; nämlich auf A wirken lue 
/?, {i^d)w^ (l + ö)^; auf B die. Kräfte jr, { 
{i + b)u] u. s. w«, und es sind nunmehr die ( 



a 
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sin (a -r- /J +y — J) = 0, 
und giebt damit zu erkenneD, dass die Summe zweier ge« 
gentiberliegender Winkel des Vierecks 2 oder 4 rechten 
Winkeln gleich sejn moss, dass also nm das Viereck 
ein Kreis beschrieben werden können muss. Und in der 
That, ist ABCD ein in einem Kreise beschriebenes 
Viereck, und nimmt man in dem Kreise nach einerlei 
Seite zu die Bögen AA\ BB^ CCj Dlf einander 
gleich und unendlich klein, so sind die Geraden AB 
und Affy BC und RC^ etc. paarweise einander gleich 
und halbiren sich gegenseitig. 



Sechstes Kapitel 

Tom Gleichgewichte an Ketten und an 
Tollkommen biegsamen Fäden. 

§. 268. 

Die einfachste Art, auf welche mehrere Körper 
mit einander verbunden seyn können , besteht darin, 
dass von ihnen, in einer gewissen Ordnung genommen, 
jeder mit dem nächstvorhergehenden und dem nächst- 
folgenden, keiner also mit mehr als zweien der übri- 
gen, verbunden ist. Ein solches System, bei welchem 
übrigens noch vorauszusetzen ist, dass je zwei mit ein- 
ander verbundene Körper noch gegenseitige Beweglich^ 
keit haben , indem sie sonst als ein einziger Körper zu 
betrachten wären, nennt man eine Kette, die einzel- 
nen Körper selbst: die Glieder der Kette. Ist der 
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letzte Korper nooh mit dem ersten verbmiden, so heisst 
die JEette geschlossen. 

In dem Vorhergehenden sind dergleichen Systeme 
schon oft in Betracht gezogen worden. Deno jedes Vieleck, 
als ein System in gewisser Folge paarweise mit einan- 
der verbundener gerader Linien, ist eine solche Kette. 
Von diesen Betrachtungen werden sich die nun fol- 
genden hauptsächlich dadurch unterscheiden, dass wir 
Jetzt die Glieder eiuer Kette nach allen Dimensionen 
unendlich klein und in unendlicher Zahl annehmen, und 
somit die Kette in einen unendlich dünnen und voll- 
kommen biegsamen Faden übergehen lassen. 

f. 269. 

Aufgabe. Man hat eine Reihe frei beweglicher 
Körper, von denen jeder mit dem nächstvorhergehen- 
den und dem nächstfolgenden in einem Punkte verbun- 
den ist. Die Bedingungen des Gleichgewichts zu fin- 
den, wenn auf den ersten Körper der Reihe eine Kraft 
JP und auf den letzten eine Kraft Q wirkt. 

Auflösung. Seyen m,j ^, m\ m'\... (I^ig* 73.) 
unmittelbar auf einander folgende Körper der Reihe; 
Ay A\ A!\*.* die Berührungspunkte von m, mit f», 
von m mit ni^ etc. Man setze in Jf an m^ und m die 
Pressungen oder Gegenkräfte 7 und — T, in A' an 
m und m die Gegenkräfte T' und — T\ in A" an 
ni und ni' die Gegenkräfte T" und — T", u. s. w. 
Da nun auf tn ausser den Pressungen — T und 7' 
keine weitere Kraft wirkt, so müssen sich — - 7 und 
T' allein das Gleichgewicht halten und daher einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. Dasselbe gilt 
auch von den Pressungen — T' und 7^', welche ni 
erleidet, desgleichen von den auf m" wirkenden Pres- 
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W 

so vird: Tz^—MD—aCG^dJP, 

r= MO—bCD — dAB, , 
2^= MF — aBC^eAD, ' 

V^ MB + dCF + cAG, 

Aus (5) and (6) folgt nun nach Elimination des Ver- 
hältnisses t:u 

(7) T'ü— TU' = 0. 

Yermöge der eben aufgestellten Werthevon 7\.,ü* 
aber ergiebt sich 

T'Ü- Tü'= {St' + «Ä . C* + cd, A*) (Fiff + BD) 
+ {ae,G^ + ad.B'+Se.D''^6d.F^)ACi 

and da, me man mit Hülfe der Formel (**) leicht nnde^ 

FG + BD^CA 

ist 9 80 reducirt sich die Gleichung (7) auf: 

Dividirt man noch mit aöcd und setzt für My ji^ 
By. die damit bezeichneten Sinus, so erhält man fol- 
gende durch ihre Form iu der That merkwürdige Glei- 
chung: 

^ sin(a-/?+y-J)^ , Axi(a- ßY 8in(/y— y)^ , mi(y^iy . 
"= SÄ^rf "•" aS "•" 6c "•" ^d~ 

. sin(J— g)^ , sin(tt— y )^ , sinQ?— J)^ 
+ di "•" ac ^ 6d ^ 

als die Bedingung, unter welcher das Tier eck um ein 
unendlich Weniges beweglich wird. 

§. 267. 

Zusätze, a. Ist das Viereck ein Parallelogramm, 
so hat man y = 180<> + a, ^ = 180'' + ßy und die Glei- 
chung wird 
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p^tJt0mmeH Uegsamen und frei beweglichen FadetUy 
mif rf#i»rn Enden xwei Kräfte wirken^ sind dem- 

t\ lAiM dtr Faden eine gerade lAnie bildet^ und 

t\ diase die Kräfte einander gleich 'sind und^ 
m>mrA ^ntgt^ef^eseixien in die Fadenlinie fallenden 
Kit Jkfmm^^ wirkend y die Enden der Linie von ein- 
mmhr «i# entfernen sireben. 

Ui« PwssuD^en oder die Kräfte^ mit denen bd 
di«>Min Uleichgeviofate je zwei nächstfolgende Elemente 
d^» Fudeus auf einander wirken , sind zufolge des vor. 
4^ den Kräften an den Enden des Fadens gleich und 
•o tfericfatet, dass die Elemente nicht gegen einander 
drücken) sondern in der Richtung der Fadenlinie sich 
Ton eiuander zu trennen suchen; es sind daher keine 
^entliehen Pressungen, sondern Spannungen (§• 200.) 
«-. 80 wie auch bei jedem andern Systeme von Kräften, 
welche an einem Faden im Gleichgewichte sind, die 
Klomente des Fadens, wegen der Unmöglichkeit eines 
unsiobern Gleichgewichts, nur spannend auf einander 
wirken können. 

Beim Oleichgewichte zwischen zwei Kräften^ 
welche an den Enden eines freien und vollkommen 
biegsamen Fadens angebracht sind^ herrscht also in 
federn Punkte des Fadens eine Spannung^ deren Rieh 
iwng in die Fadenlinie fällt ^ und deren Intensität 
4er gemeitischaftlichen Intensität der beiden Kräße 
gleich ist. 

i. 271. 

Wir wollen jetzt die in §. 269. untersuchte Kette 
nicht mehr vollkommen frei beweglich, sondern der Be- 
dingung unterworfen seyn lassen, dass ihre Glieder eine 
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unbevifegliche Fläche berühren. Mit Beibehaltung der 
obigen BezeichnuDgen sejen noch B^ B'j.. (Fig. 74.) 
die Berührongsponkte der Glieder i», m\... mit der 
Fläche, und jRy Rfj... die daselbst von letzterer auf er- 
stere ausgeübten Pressungen. Halten sich nun zwei auf 
das erste und letzte Glied wirkende Kräfte das Gleichge- 
wicht, so müssen an jedem Mittelgliede besonders die 
Spannungen, welche es von dem vorhergehenden und 
folgenden Gliede erleidet3 und die von der Fläche auf 
dasselbe erzeugte Pressung im Gleichgewichte mit ein- 
ander seyn. Die drei auf der Oberfläche von m in jiy 
A' und B zu errichtenden Normalen, als die Richtun- 
gen der auf m wirkenden Kräfte T, T und /(, müs- 
sen sich folglich in einem Punkte C schneiden und in 
einer Ebene li^egen, und es muss sich verhalten 

T: !r : Ä = sin BCA' : WiACB : sin^C^'. 

Auf gleiche Art tj^eifen wegen des Gleichgewichts von 
n{ die drei in A\ A" und B auf w! zu errichtenden 
Normalen in einem Punkte O zusammen und liegen in 
einer Ebene, und man hat 

T.T'iR = sin RCA' : AvlACB : ^xnA^CA", 

folglich in Verbindung mit dem Verhältnisse zwischen 

T und T': 

T_ _ sinÄC^' sin B CA' 

T" ~ ävlACB' sin A'ÜB 
und ähnlicher Weise: 

T __ sin BC A\ sin BCA " sin B' CA''' 
T"~ ^in ACB 'sxnA'CB'AnA'C'B' * 

und eben so ergiebt sich das Verhältniss auch zwischen 
irgend 2wei andern Spannungen^ folglich auch das Ver- 
hältniss zwischen P und Q, indem die Spannung des 
ersten Gliedes der Kette durch ein vorhergehendes 
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fHM tfi« Krdl P, Md 4k SpaoMi^ des letxtn Glie- 
4t^ Aif^ «Hi fo kia ii M &c Knft ^ TcvtriCt. Ist folg. 
fck m tes trat« Gbe4 msd s/") du Ictite, C^ die 
Itktonu: vm^ P mi P» ^'^O die RidOug tod«, 

J^_sis*r/ mMC^ «J<'>C^)^('+^) ^ 

IW ürüimmiceE öes CQcHakreviBkfls bestehen da- 




t dais dir 

inr ^fm 
tmmc der Kraf: /• «^ it 

k «Pf^ fSiÄiitc «cbnciüeii: 

2 dft« eMB SC' die Sarmaitm m der Berühmng 
w»di^ 7l|ifte;«:iie<usf mh üea ToiiigTCThfidei cnd fol^^en- 
dati ^'iieui und Uih uer /'iäctie k. emcr Elieae tiegea 

Äi iia»fc ri»i-i;ii*fL ofL inreisrii^'L tle P und Q 
4f». <)beii frt::ui*iieiit A friiLl'mss 7^iscbes den Sioos- 
4ti%f- t*«^ '^**^ ^^^ -Nn'ru.tlf-L uita orL HichtaBseo von 
P DDti 4? f «•i'iiüeeL V^ liitei st an üucMSL 




Vm ie\T^ von der ebet Lerraclitctcii Krtte » ^ 
u(ßer edu4! mui^emeufi^U ru,^l,^ freU^t^ mmd an 
__ n Bh4U» dmrfjh KrufU ^^tpan^ten Fadem über- 
sKebeo^ ^ir< e« um eiiifacLsten serD, nns die Glieder 
^BriU?^ «1« tinefidlieii kleine einander ^leksbe Kugeln 
M»k4m. Meofl sind die Glieder koffeJfönnig,'' so 
"^1 die BedinproDjr, dass bei jedem GUede dieNoi^ 
i» de« drei BerüfantDgeii mit der Fluiie snd den 
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zwei angrenzenden Gliedern sich in einem Punkte sofanei- 
den, nicht ausdrücklich erwähnt zu werden, da sämmt- 
liche Normalen auf der Oberfläche einer Kugel in ih- 
rem Mittelpnnkte zusammentreffen. Rücksichtlich der 
gegenseitigen Lage der Kugeln bleibt daher bloss die 
Bedingung übrig, dass bei jeder die gedachten drei 
Normalen in einer Ebene liegen, oder> was auf das- 
selbe hinauskommt, dass die Mittelpunkte C, C^, C^' 
von je drei auf einander folgenden Kugeln m, m\ m" 
mit dem Punkte ^, in welchem die mittlere Kugel m 
die Fläche berührt, in einer Ebene enthalteu sind. 

Indem wir nun die Kugeln unendlich klein und ein- 
ander gleich annehmen , lassen sich CC^ ÜC'^ . • • 
als Elemente einer von der Fläche überall um den 
Halbmesser der Kugeln abstehenden Curve, d. i. eines 
über die Fläche gelegten Fadens, ansehen, und die 
letztere Bedingung drückt dann aus, dass je zwei nächst- 
folgende Elemente des Fadens, und die Normale der 
Fläche an derselben Stelle in einer Ebene liegen, d. h. 
dass in jedem Punkte der von dem Faden gebildeten 
Curve die Krümmungsebene derselben auf der Fläche 
rechtwinklig steht. Bekanntlich ist dieses die charak- 
teristische Eigenschaft der kürzesten Linie, welche auf 
einer gegebenen Fläche zwischen zwei gegebenen Punk- 
ten derselben sich ziehen lässt ^). Mithin muss der 

*) Dies gilt wenigstens im Allgemeinen* .In Jedem Falle aber 
wird man eine Cur?e, die jene charakteristische Eigenschaft besitzt^ 
in Theile zerlegen können , deren jeder ein Minimum zwischen seinen 
Endpunkten ist, sollte aoch nicht die ganze Curre die ^möglich kleinste 
zwischen ihren Endpunkten seyn. Zerlegt man z. B» den Bogen ei- 
nes grÖssten Kreises anf einer Kagel, der grösser als ein Halbkreis 
ist, in Theile, deren jeder kleiner als ein Eblbkreis ist, so ist- 
jeder dieser Theile die kürzeste Linie anf der Kngel zwischen 
ihren Endpunkten, Dagegen ist der ganze Bogen onter allen 
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Glied die Kraft Py mid die Spannung des letzten Glie- 
des durch ein folgendes die Kraft Q yertritt, Ist folg- 
lich m das erste Glied und f»(°) das letzte , CjI die 

Richtung von P und C<°) ^(" + ^) die Richtung von«, 
80 hat man: 

P siuBC jJ' »inSy/JT sin ^") C(°) ^('' +^) 
Q -Bin ACH • sin A'äB"' 8in^(") C^-) ßM 

Die Bedingungen des Gleichgewichts bestehen da- 
her gegenwärtig darin: 

1) dass die Normalen in der Berührung des er- 
sten (letzten) Gliedes mit der unbeweglichen Fläche 
und mit dem zweiten (vorletzten) Gliede und die Rich- 
tung der Kraft P {Q) in einctr Ebene liegen und sich 
in einem Punkte schneiden; 

2) dass eben so die Norlnalen in der Berührung 
jedes Mittelgliedes mit dem vorhergehenden und folgen- 
den Gliede und mit der Fläche in einer Ebene liegen 
und in einem Punkte zusammentreffen, und 

3) dass zwischen den lutensitüteu von P und Q 
das eben gefuudeue Yerhältniss zwischen den Sinus- 
sen der von den Normalen und den Richtungen von 
P und Q gebildeten Wiukel statt findet. 

§. 272. 

Um jetzt von der eben betrachteten Kette xu ei- 
nem über eine unbewegliche Fläche gelegten und an 
Meinen Enden durch Kräfte gespannten Faden über- 
zugehen, wird es am einfachsten seyn, uns die Glieder 
der Kette als unendlich kleine einander gleiche Kugeln 
zu denken. Denn sind die Glieder kugelförmig, so 
braucht die Bediogung, dass bei jedem Gliede die Nor- 
malen in den drei Berührungen mit der Fläche und den 
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zwei angrenzenden Gliedern sich in einem Punkte schnei- 
den, nicht ausdrücklich erwähnt zu werden, da sämmt- 
liche Normalen auf der Oberfläche einer Kugel in ih- 
rem Mittelpunkte zusammentreffen. Rücksichtlich der 
gegenseitigen Lage der Kugeln bleibt daher bloss die 
Bedingung übrig , dass bei jeder die gedachten drei 
Normalen in einer Ebene liegen, oder> was auf das- 
selbe Unauskommt, dass die Mittelpunkte Cj C^ V 
Ton je drei auf einander folgenden Kugeln m, ni^ m' 
mit dem Punkte B^^ in welchem die mittlere Kugel m 
die Fläche berührt, in einer Ebene enthalten sind. 

Indem wir nun die Kugeln unendlich klein und ein- 
ander gleich annehmen , lassen sich CC^ ÜC\ . • • 
als Elemente einer von der Fläche überall um den 
Halbmesser der Kugeln abstehenden Curve, d. i. eines 
über die Fläche gelegten Fadens, ansehen, und die 
letztere Bedingung drückt dann aus, dass je zwei nächst- 
folgende Elemente des Fadens, und die Normale der 
Fläche an derselben Stelle in einer Ebene liegen, d. h. 
dass in jedem Punkte der von dem Faden gebildeten 
Curve die Krümmungsebene derselben auf der Fläche 
rechtwinklig steht. Bekanntlich ist dieses die charak- 
teristische Eigenschaft der kürzesten Linie, welche auf 
einer gegebenen Fläche zwischen zwei gegebenen Punk- 
ten derselben sich ziehen lässt ^). Mithin muss der 

*) Dies gilt wenigstens im Allgemeinen« .In Jedem Falle aber 
wird man eine Cur?e, die jene charakteristische Eigenschaft besitzt^ 
in Theile zerlegen können , deren jeder ein Minimnm zwischen seinen 
Endpunkten ist, sollte anch nicht die ganze Curre die |möglich kleinste 
zwischen ihren Endpunkten seyn. Zerlegt man z. B* den Bogen ei- 
nes grÖssten Kreises anf einer Kagel, der grösser als ein Halbkreis 
ist 9 in Theile, deren jeder kleiner als ein Halbkreis ist, so ist- 
jeder dieser Theile die kürzeste Linie anf der Kngel zwischen 
ihren Endpunkten. Dagegen ist der ganze Bogen onter allen 
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Faden zwischen seinen beiden Endpunkten ee liegen^ 
dass er die kürzeste Ldnie ist, die auf der Fläche vim 
dem einen Endpunkte desselben xum andern gexBgsß 
werden kann^ oder doch soj dass getsugsems kükne 
Theile desselben die kürzesten Linien zwischen ihren 



einfach gekrümmten Linien, die lich auf der Kugel zwifdien wiiiei 
Enden ziehen lassen, die längste, and die ErgSnzong dietetBogeu 
za einem ganzen Kreise die kürzeste auf der KogeL 

Dass bei der kürzesten Carve, die sich anf einer gegdbenen FGh 
che zwischen zwei Punkten der letztem ziehen lasst, die Krümmaiii^ 
ebene der Carre überall rechtwinklig auf der Flache steht, ISnt Mi 
folgendergestalt geometrisch darthon« Seyen JJ9, BC (Fig* 75.) iwei 
nächstfolgende Elemente der Carre, and JlfO, MP die Elemente der 
Fläche, in denen erstere' Elemente enthalten sind« Die K|e"*entiB der 
Cnrye wollen wir ans geradlinig and die der Flache eben denken, 
und MN sey die Gerade» in welcher sich die letztem schneiden« Da 
nun die ganze Carre die kürzeste Linie seyn soll, welche zwischen 
ihren Endpunkten aaf der Fläche gezogen werden kann, so mass auch 
der Theil ABC derselben die kürzeste Linie anter allen seyd, welche 
von A geradlinig nach einem Punkte der MN and yon da geradlinig 
nach C sich ziehen lassen. Da ferner die Länge dieser gebrochenen 
Linie sich nicht ändert, wenn das eine der beiden Flächenelemente 
MO and iHP, oder beide zugleich, mit den Linienelementen AB und 
BCf welclie sie enthalten, am MN als Axe gedreht werden, so wird 
diejenige Linie ABC die kürzeste seyn, welche nach einer Drehung, 
wodurch MP in die erweiterte Ebene von MO fallt, za einer unge- 
brochenen Geraden y als der kürzesten Linie zwischen zwei Punkten 
in einer Ebene, wird. Kommt daher C nach dieser Drehung nach C, 
so muss B in die Gerade AC fallen« Nun beschreibt bei dieser Dre- 
hung die Gerade BC die Fläche eines geraden Kegels, yon welchem 
MN die Axe ist Ein Element dieser Kegelfläcbe ist der Winkel 
CBC \ die durch die Axe gehenden Ebenen MBC und MBC müssen 
folglich mit der Ebene des Winkels CBC unendlich nahe rechte Win- 
kel machen, d. h., weil BC die geradlinige Verlängerung yon AB 
ist: die Berührungsebenen MO and MP der Fläclie müssen auf der 
Kriimmangsebene ABC der Carye rechtwinklig seyn« 
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• 

End^nkten sind. Dies ist die erste Bedingung des 
Gleicfagewichts« 

Sodann sind wegen der Gleichheit und unendlichen 
Kleinheit der Kugeln die Winkel ACE, BCA\ A'ÜB^ 
etc. unendlich wenig von rechten Winkeln, mithin ihre 
Sinus um unendlich kleine Grössen der zweiten Ord- 
nung von der Einheit verschieden. Zufolge der Pro- 
portipn: 7: 7^ = sin BCA' : sin ACBy ist daher der Un- 
terschied je zweier nächstfolgenden Spannungen nur ein 
unendlich Kleines der zweiten Ordnung, also erst der 
Unterschied zweier Spannungen, zwischen welche eine 
unendliche Menge anderer fallen, d. i. der Spannungen 
an zwei um einen endlichen Theil des Fadens von 
einander entfernten Stellen, von der ersten Ordnung, 
d. h. die Spannung des Fadens ist überall von glei- 
cher Grösse; ihre Richtung aber ist die der Tan- 
gente der Fadencurve. 

Da nun am ersten (letzten) Elemente die Kraft P« 
{Q) mit der vom zweiten (vorletzten) Elemente auf das- 
selbe hervorgebrachten Spannung das Gleichgewicht hal- 
ten muss, und dieses Element, gleich den übrigen, an 
der unbeweglichen Fläche beweglich ist, so ergiebt 
sich als zweite Bedingung für das Gleichgewicht des 
Fadens, dass jede der beiden Kräfte^ welche auf den 
Anfang und das Elnde des Fadens wirken^ mit der 
Normale der Fläche und der Tangente des Fadens 
daselbst in einer Ebene liegt j und dassy wenn man 
die Kräfte nach diesen Richtungen zerlegt ^ die tan» 
gentialen Kräfte einander {und der Spannung des 
Fadens) gleich sind und den Faden nach entgegen- 
gesetzten Seiten %u ziehen suchen^ 
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#. 273. 

Noch verdient die vom Faden auf die Fläche aus- 
geübte Pressung näher betrachtet zu werden. Die Pres- 
sung, welche die Fläche von einem der unendlich klei- 
nen einander gleichen Kügelchen erleidet, ans denen 
wir uns den Faden zusammengesetzt vorstellten, ist 

nach i. 271; It=rT^^^=TBinACjfy(Fig.7i.), 

weil BCÄ unendlich nahe =90^. Es ist abersinJfC^f 
= sinC^C^C(7, und der Sinus des Winkels, den zwei 
einander gleiche Elemente CJC lind CO der Corvo mit 
einander machen, ist gleich dem einen der Elemente, 
dividjrt durch den Krümmungshalbmesser der Curve. 
Mitliin ist R = Tk : r, wenn r den Krümmungshalb- 
messer und k die Länge eines der Elemente, oder, wai 
dasselbe ist, den Durchmesser einer der Kugeln be- 
zeichnet. 

* Von n auf einander folgenden Kugeln, die einen 
so kleinen Theil = nk des Fadens einnehmen, dass der 
Krümmungshalbmesser von einem Punkte des Theils 
zum audern unveränderlich angesehen werden kann, und 
dass die Pressungen, welche die Kugeln einzeln er- 
zeugen, sowohl ihrer Grösse, als ihrer Richtung nach, 
nicht merklich von einander verschieden sind, von n 
solchen Kugeln ist daher nach demPrincip der Zusam- 
mensetzung paralleler Kräfte, die Gesammtpressung 

_ rpd9 

wenn wir die .Länge des Fadentheils := ds setzen. Die- 
ses Resultat ist um so richtiger, je kleiner wir ds an- 
nehmen, und hängt nur noch insofern von k ab, als (h 
ein gewisses Vielfache von k ist. Da uns aber nichts hin- 
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dert, k noch nnendlich kleiner als £&, also von der 
zweiten Ordnung zu nehmen, während wir d9 als eine 
unendlich kleine Linie der ersten Ordnung betrachten, 
so kann «b, als solche, jede beliebige Länge haben. 

Die von einem Elemente des Fadens hervorgebrachte 
Pressung sieht demnach %u der Spannung des Fa^ 
dens in demselben Verhältnisse^ wie die Länge des 
EUemewts zu seinem Krümmungs/ntlbmesser. 

§. 274. 

Zusätze. ,a. Zu dem eben erhaltenen Resultate 
lomia man auch durch folgende einfache Betrachtung; 
gelängen. Auf jedes Element AB (Fig. 76.) des über 
eioje Fläche gespannten Fadens wirken an seinen En- 
den nach den tangentialen 'Richtungen AC und BD 
die einander gleichen Spannungen T, und die Resul- 
tante derselben muss mit den Pressungen im Gleich- 
gewichte sejn, welche das Element von der Fläche er- 
leidet. Betrachten wir nun AB als einen unendlich 
kleinen Bogen eines Kreises, und ist iKT der Mittelpunkt 
des letztem und N der DurYshschnitt der Tangenten, 
80 halbirt die Gerade NM den Winkel CND, ist folg. 
lieh die Richtung jener Resultante, und die Intensität 
derselben ist -\ . 

sm CNM r 

wenn wiederum ds die Länge des Elements ABy und 
r seinen Krümmungshalbmesser JUA bezeichnet. Eben ' 
so gross, nur von entgegengesetzter Richtung, ist also 
auch die Resultante der auf das Element ausgeübten 
Pressungen. 

b. Der Coefificient von ds in deih Ausdrucke für 
die Pressung dieses Elements idt nichts anderes, als die 
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Gesammtpressnng einer der LäDgeDeinheit gleiohen Li- 
nie^ i^enn je zwei gleiche Theile derselben nach paral- 
lelen Richtungen gleich grosse Pressungen , and zwar 
jedes dem Fadenelemente ds gleiche Linienelement 
dieselbe Pressung, wie das Faden element, erfahren« 
Dieser Coefficient^ den wir die Pressung für einen, dem 
Elemente ds zugehörigen, Punkt des Fadens .nennen 
können, ist Ton einem Punkte des Fadens zum an» 
dern veränderlich , und das Product aus derselben in 
ein den Punkt mit begreifendes Fadenelement giebt 
die Pressung dieses letzt ern, — eben so, wie mah bei 
einem ungleichförmig dichten Körper durch Miiltiplj||^ 
tion der Dichtigkeit an einer gewissen Stelle in ein & 
tselbst befindliches Raumelement die Masse dieses Ele- 
ments, oder bei einem mit veränderlicher Gesschwin- 
digkeit sich bewegenden Punkte durch Mnltiplication 
der in einem gewissen Zeitpunkte statt findenden Ge- 
schwindigkeit in ein diesen Zeitpunkt mit enthaltendes 
Zeitelement das während dessen beschriebene Raum- 
Clement erhält. 

c. Da die Spannung des Fadens überall von glei- 
cher Grösse ist, so verhalten sich die Pressungen für 
verschiedene Punkte des Fadens umgekehrt, wia die 
Eorümmungshalbmesser, also direct wie die Krümmun- 
gen selbst, so dass, wenn der Faden sich geradlinig 
über die Fläche fortzieht, er eine Pressung weder er- 
leidet, noch ausübt. 

d. Ist die Krümmung des Fadens überall gleich 
gross, so ist auch seine Pressung von einer Stelle zur 
andern dieselbe. Dies ereignet sich z. B. bei einem 
Faden, welcher über eine Kugel, oder über einen ge- 
raden Gylinder mit kreisförmiger Basis gespannt ist 
Denn im erstem Falle ist die Curve ein grösgter Kreis 
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d^ Kugel, im letztem im Allgemefneti eine eylindriselie 
Spirale (Schraubenlinie). Da, wie sich leioht zeigen 
lässt, der KrümmungshalbmeBser eiäei^ soletosn Spirale 
gefunden wird^ wenn man den Halbmesser des Cjlin- 
ders durch das Quadrat des Sinns des Winkels divi- 
dirt, den die Elemente der 'Spirale mit der Axe des 
Cylinders machen, so ist bei gleicher Spannung die 
Pressung des spiralförmigen Fadens diesem Quadrate 
proportional, mithin desto stärker^ je mehr sich der 
Winkel der Spirale mit der Axe einem rechten nähert; 
am stärksten, wenn dieser Winkel ein rechter ist, und 
damit die Spirale in einen auf der Axe normalen Kreis 
überseht; am schwächsten dagegen, oder yielmehr null, 
irenn der Faden parallel mit der Axe und daher ge- 
radlinig ist. 

e. Die zwei Kräfte am Anfange und, Ende, des Fa- 
dens müssen dergestalt gerichtet seyn, dass sie den 
Faden spannen, d. h* die Elemente desselben von ein- 
ander KU trennen, nicht sie gegen einander zu drücket! 
streben, indem sonst wegen der Unsicherheit des Gleich- 
gewichts'jedes Elements das Gleichgewicht des Ganzen 
keinen Bestand haben könnte.- Da ferner in der Wirk- 
lichkeit der Faden über die Fläche nur gelegt, nicht 
unzertrennlich mit ihr yerbunden ist, so muss die Pres- 
sung, welche Faden und Fläche auf einander ausüben, 
ein gegenseitiger Druck seyn, und der Faden muss da- 
her der Fläche seine hohle Seite zukehren. — Wäre 
der Faden gegen die Fläche erhaben und würde er 
Ton den Kräften gespannt, so würde er sich von der 
Fläche trennen, sein Gleichgewicht aber würde ein siche- 
res seyn, wenn die Trennung auf irgend eine Weise ver- 
hindert werden könnte. — Wenn dagegen der gegen 
die Fläche erhabene Faden von den Kräften an beiden 
n. i2 
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Gesammtpressung einer der Längeneinheit gleichen Li- 
nie, i^enn je zwei gleiche Theiie derselben nach paral- 
lelen Richtungen gleich grosse Pressungen , and zwar 
jedes dem Fadenelemente d^ gleiche Linienelement 
dieselbe Pressung, wie das Faden element, erfahren. 
Dieser CoefiGcient, den wir die Pressung für einen, dem 
Elemente da zugehörigen, Punkt des Fadens .nennen 
können, ist Ton einem Punkte des Fadens zum an- 
dern veränderlich, und das Product aus derselben in 
ein den Punkt mit begreifendes Fadenelement giebt 
die Pressung dieses letztern, — eben so, wie mab bei 
einem ungleichförmig dichten Körper durch Multi]^|||pip 
tion der Dichtigkeit an einer gewissen Stelle in ein da- 
selbst befindliches Raumelement die Masse dieses Ele- 
ments, oder bei einem mit veränderlicher Gesschvnn- 
digkeit sich bewegenden Punkte durch Multiplication 
der in einem gewissen Zeitpunkte statt findenden Ge- 
schwindigkeit in ein diesen Zeitpunkt mit enthaltendes 
Zeitelement das während dessen beschriebene Raom- 
element erhält. 

c. Da die Spannung des Fadens überall von. glei- 
cher Grösse ist, so verhalten sich die Pressungen fmr 
verschiedene Punkte des Fadens nmgekehrt, wie die 
Ejrümmungshalbmesser, also direct iiie die Krumman- 
gen selbst, so dass, wenn der Faden sich geradlinig 
über die Fläche fortzieht, er eine Pressung weder er- 
leidet, noch ausübt. 

d. Ist die Krümmung des Fadens überall gleich 
gross, so ist auch seine Pressung von einer Stelle snr 
andern dieselbe. Dies ereignet sich z. B. bei einem 
Faden, welcher über eine Kugel, oder über einen ge- 
raden Cylinder mit kreisförmiger Basis gespannt ist. 
Denn im erstem Falle ist die Curve ein grösster Kreis 
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der Kugel, im letztem im Allgemefneti eine eylindriselie 
Spirale (Schraubenlinie). Da, wie sich leioht zeigen 
lässt, der KTümmungshalbmesser einer soldtosn Spirale 
gefunden urird^ wenn man den Halbmesser des Cjlin- 
ders durch das Quadrat des Sinns des Winkels divi- 
dirt, den die Elemente der Spirale mit der Axe des 
Cjlinders machen, so ist bei gleicher Spannting die 
Pressung des spiralförmigen Fadens diesem Quadrate 
proportional, mithin desto stärker^ je mehr sich der 
Winkel der Spirale mit der Axe einem rechten nähert; 
am stärksten, wenn dieser Winkel ein rechter ist, und 
damit die Spirale in einen auf der Axe normalen Kreis 
übergeht; am schwächsten dagegen, oder vielmehr null, 
wenn der Faden parallel mit der Axe und daher ge- 
radlinig ist. 

e. Die zwei Kräfte am Anfange und. Ende, des Fa- 
dens müssen dergestalt gerichtet seyn, dass sie den 
Faden spannen, d. h* die Elemente desselben von ein- 
ander KU trennen, nicht sie gegen einander zii drücken 
streben, indem sonst wegen der Unsicherheit des Gleich- 
gewichts'jedes Elements das Gleichgewicht des Ganzen 
keinen Bestand haben könnte.* Da ferner in der Wirk- 
lichkeit der Faden über die Fläche nur gelegt, nicht 
unzertrennlich mit ihr yerbunden ist, so muss die Pres- 
sung, welche Faden und Fläche auf einander ausüben, 
ein gegenseitiger Druck seyn, und der Faden muss da- 
her der Fläche seine hohle Seite zukehren. — Wäre 
der Faden gegen die Fläche erhaben und würde er 
Ton den Kräften gespannt, so würde er sich von der 
Fläche trennen, sein Gleichgewicht aber würde ein siche- 
res seyn, wenn die Trennung auf ii^end eine Weise ver- 
hindert werden könnte. — Wenn dagegen der gegen 
die fniiUdie erhabene Faden von den Kräften an beiden 

n. 12 
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ivelchQ dreien derselben begegnet , anoh die Tierte 
trifft. 

§. 279. 

Das Gleichgewicht eines über eine Fläche gespann- 
ten Fadens Tnrd nicht unterbrochen, wenn man die 
Fläche wegnimmt und statt der Pressungen, welche sie 
auf den Faden ausübte, Kräfte nach denselben Rich- 
tungen und von denselben Intensitäten anf ihn wirken 
lässt, Kräfte also, derea Richtungen überall normal 
auf dem Faden sind, in seiner Krümmungsebene lie- 
gen und von seiner hohlen Seite nach der erhabenen 
zu gehen, deren Intensität aber für jeden einzelnen 
Punkt des Fadens als verschwindend zu betrachten ist, 
indem die Resultante aller der auf einen unendlich 
kleinen Theil ds des Fadens wirkenden Kräfte eben« 
falls unendlich klein, =Pds ist, Vo P die Spannung, 
dividirt durch den Krümmungshalbmesser, bedeutet 
(§. 273.). 

Soll umgekehrt ein frei beweglicher Fdden im 
Gleichgewichte seyn, wenn dessen Anfangs- und End- 
punkt unbeweglich sind, und wenn normal auf jedes 
seiner Elemente ds eine Kraft Pds wirkt, wo P eine 
Ton einem Punkte des Fadens zum andern nach einem 
noch zu bestimmenden Gesetze veränderliche Grösse 
ist, so muss die Richtung der Kraft in der Krümmungs- 
ebene des Elements liegen, und P dem Krümmungs- 
halbmesser umgekehrt proportional seyn. Denn am 
Elemente ds oder AB (Fig. 76.) halten sich die Kraft 
Pds und die zwei Spannungen an den Endpunkten A 
und B des Elements das Gleichgewicht. Die Kraft 
Pds muss daher mit den an die Fadencurve in Jl und 
B gelegten Tangenten AC und Büy als den Richtun- 



Gldcfagewidit an ToDkommeii btegtamen Fäden. 179 

in einer Ebene liegen , ond es mfisste, wenn man die 
Spannung P in A nach tangentialer und normaler Ricb- 
tung zerlegte, die taogeotiale Kraft der Spaonnog T 
gleich und entgegengesetzt sejn (§. 272.). Weil aber ^ 
die Richtung AC nicht in das Innere des von der Flä- 
che begränzten Körpers gehen kann, so würde auch 
die normale Kraft nach aussen zu gerichtet seyn, folg- 
lich den Punkt A vom Körper abwärts treiben und da- 
mit das Gleichgewicht aufheben. Die normale Kraft 
musii folglich null-, und daher die Spannung P der 
Spannung T in A gleich und entgegengesetzt seyn. 
Aehnliches wird rücksichtlich der Spannungen T und 
Q des Punktes B bei^iesen. Mithin sind CA und BJO 
die Tangenten an AB in A und By und Pz=T=Q. 

§. 276. 

Wir haben bisher die Fläche, über welche ein Fa^ 
den gespannt ist, als unbeweglich betrachtet. Ist sie 
dieses nicht, sondern entweder zum ThcU, oder voll- ^ 
kommen frei beweglich, so muss man noch das Gleich- 
gewicht berücksichtigen, welches am Körper, dem die 
Fläche zur Grenze dient, die vom Faden auf ihn aus- 
geübte Pressung mit den übrigen auf ihn wirkenden 
Kräften hält. Da aber am Faden die Pressung, welche 
er von der Fläche erleidet, mit den Spannungen der 
swei Punkte des Fadens im Gleichgewichte ist, in de- 
nen er nach tangentialer Richtung von der Fläche ab- 
geht, so kann man statt der Pressung des Fadens ge- 
gen die Fläche auch diese zwei Spannungen, d. h. zwei 
einander und der Spannung gleiche Kräfte, setzen, 
welche in den besagten zwei Punkten nach den gerad- 
linig fortgehenden Richtungen des Fadens wirken. Auch 
eriiellet dieses sogleich daraus, dass man, unbeschadet 

12* 
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welche dreien derselben begegnet , anch die vierte 
trifft« 

§. 279. 

/ I Das Gleicbgewicht eines über eine Fläche gespann- 

ten Fadens wird nicht unterbrochen, wenn man die 
Fläche wegnimmt nnd statt der Pressungen, welche sie 
auf den Faden ausübte, Kräfte nach denselben Rich- 
tungen und von denselben Intensitäten auf ihn wirken 
lässt, Kräfte also, dereii Richtungen überall normal 
auf dem Faden sind, in seiner Krümmungsebene lie- 
gen und Yon seiner hohlen Seite nach der erhabenen 
zn gehen, deren Intensität aber für jeden einzelnen 
Punkt des Fadens als verschwindend zu betrachten ist, 
indem die Resultante aller der auf einen unendlich 
kleinen Theil d^ des Fadens wirkenden Ejräfte eben« 
falls unendlich klein , = P(ü ist, wo P die Spannung, 
dividirt durch den Krümmungshalbmesser, bedeutet 

(§. 273.). 

Soll umgekehrt ein frei beweglicher Faden im 
Gleichgewichte seyn, wenn dessen Anfangs- und End- 
punkt unbeweglich sind, und wenn normal auf jedes 
seiner Elemente ds eine Kraft PdM wirkt, wo P eine 
▼on einem Punkte des Fadens zum andern nach einem 
noch zn bestimmenden Gesetze veränderliche Grösse 
ist, so mnss die Richtung der Kraft in der Krümmnngs- 
ebene des Elements liegen, und P dem Krümmungs- 
halbmesser umgekehrt proportional sejn« Denn am 
Elemente ds oder AB (Fig. 76.) halten sich die Kraft 
Pds und die zwei Spannungen an den Endpunkten ui 
nnd B des Elements das Gleichgewicht. Die E^raft 
Pds mnss daher mit den an die Fadencurve in A und 
B gelegten Tangenten AC und BD^ als den Richtun- 
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gen der SpanDungen^ in einer Ebene, also in derKrGm- 
mnngsebene des Elements, liegen« Sie- mnss femer 
dnroh den Dnrchsohnitt N dieser Tangenten, nnd weil 
sie zngleioh anf dem Elemente normal sejn soll, darch 
den Mittelpunkt M seiner Krfimmung gehen. Da hier- 
naeh die Richtung von PdM den Winkel CjVD halbirt, 
so sind die Spannungen in A und Jff, und eben so in 
je zwei andern unendlich nahe auf einander folgenden* 
Punkten gleich gross, also die Spannung in allen Punk- - 
ten des Fadens von oonstanter Grösse. Diese Span- 
nung aber yerhält sich zur Ejraft Pds wie aiaANM zu 
sin jiMB (§• 274. a.), d. L wie JIJU oder der Krüm- 
mungshalbmesser zu ulBy = dsy woraus das Uebrige' 
▼en selbst folgt 

§.280. 

Die so eben angestellte Betrachtung über das 
CSleiohgewioht eines Fadens, auf welchen überall for- 
male Kräfte wirken , wollen wir jetzt ganz yerallgemei- 
nem und die Bedingungen des Gleichgewichts zu be^ 
atimmoi suohen,,wenn auf jedes Element ds eines toH- 
kommen biegsamen und bis auf seine zwei befestigten 
Ei^unkte frei beweglichen Fadens eine der Länge des 
Elements proportionale, übrigens aber ihrer Intensität 
und Richtung nach beliebig gegebene, Kiaft Pds wirkt. 

Sey demnach in Bezug auf ein rechtwinkliches 
Coordinatensystem die Bjraft P aus den drei mit den 
Coordinatenaxen parallelen Kräften JT, Y, Z zusam- 
mengesetzt, und diese Kräfte irgend welche Functio- 
nen der Coordinaten Xy y, Xj welche einem Punkte des 
Elements ds zugehören. Den Faden wollen wir uns, 
wie im Obigen, aus einander sich berührenden, einan- 
der gleichen Kugeln gebildet Yorstellen, deren jede 
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werden^ da in ihnen nur Differentiale der ersten Ord- 
nung Yorkommen. Es kann daher^ statt ds^ auch von 
emer der übrigen veränderlichen.Grossen das erste Di& 
ferential oonstant gesetzt werden, so dass je zwei nächst- 
folgende dM nm ein unendlich Kleines der zweiten Ord- 
nung Ton einander rerschieden sind* Auch sieht man 
leicht, dass die zu Anfange des vor. §. gemachten 
Schliisse an Richtigkeit nicht verlieren, wenn man die 
Durchmesser je zweier an einander liegenden Kügel- 
chen um die zweite Ordnung von einander verschiede 
seyn lässt. 

b. Den Gleichungen (4) kann man nach Wegschaf- 
fnng der Bruchform, und wenn man von neuem integrirt, 
auch die Gestalt der drei Integralgleichungen geben: 

Ifd%fYd9—fdyfZd9 = % 
fdxfZds-fdxfXdM = 0, 
fdyfXd$-fdxfTdM= 0, 

von denen jede eine Folge der beiden übrigen ist, und 
wo .die neu hinzuzufügenden Constanten unter den neuen 
Integrationszeichen mit begriffen sind. 

Diese Gleichungen lassen sich noch unter einer be- 
sondem Bedeutung auffassen. Man kann nämlich, mit 
Anwendung der bekannten Reductionsformel Judv^=zuv 
— Jvduy statt der dritten Gleichung z. B., — die, 
wenn die Kräfte, und mithin auch die Fadencnrve, in 
einer einzigen Ebene (der ^, y) enthalten sind, die 
alleinige Bedingung des Gleichgewichts ist, — auch 
schreiben : 

(a) yfXd9 — fyXdt — xfYds^fxYd9 = ^. 

Hierin gehören die Coordinaten x^ y y welche aus- 
serhalb des Zeichens / stehen, dem Punkte der Fa- 
dencurve an, bis zu welchen man integrirt, während 




licgcadfli ZviüdiespttBkte 
Barickaet man daher erstere 
TOB dcB letxtem an nnteisckeiden, 
dnrcb £j ffj an kann man für (•) andi setien: 

Da am Xj jr £e Coordinatcn des Elements d!r sind» 
md dadicr das in Klammern Eineesdilassene nichts an- 
deres, ab das Moment der anf tU wirkenden Kraft 
(X&, TidSr) in Beaug anf den Punkt (j^, jr*) ist> so 
druckt die Gleichung nnter dieser Form ans, dass daa 
Homeat aller anf den Faden Ton seinem Anfange bis 
snm Punkte (x', jr^ wirkenden Kräfte in Bezug .auf 
den letztem Punkt null ist. 

Ist die Curre nicht in einer Ebene, oder doch nicht 
in der Ebene der x, jr, begriffen, so zeigt dieselbe 
Gleichung an, dnss das Moment der Kräfte, wel- 
che anf den Faden von seinem Anfange bis zum 
Punkte {x\ jf^, s'), bis zu welchen man die Integration 
erstreckt, wirken, in Bezug auf eine durch den letz- 
tem Punkt parallel mit der Axe der % gelegte Axe 
null ist. Analoge Bedeutung .haben die zwei ersten 
Gleichungen in (4*) rucksichtlich der Azen der x und 
dery. 

Der unmittelbare Grund dieses Ergebnisses liegt 
offisnbar darin, dass, wenn der Faden im Gleichge^ 
wichte ist, an jedem Theile desselben die auf die Ele- 
mente des Theils wirkenden Kräfte und die Spannun- 
gen am Anfange und Ende des Theils eben so, wie an 
einem frei beweglichen festen Korper, im Gleichgewichte 
mit einander seyn müssen« Zugleich folgt hieraus, dass 
man zu den drei Integralen fXd^j/YdMyfZd* die nach 
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werden^ da in ihnen nur Differentiale der ersten Ord- 
nung vorkommen. Es kann daher^ statt ds^ auch von 
einer der übrigen veränderlichen.Grössen das erste Dif- 
ferential oonstant gesetzt werden, so dass je zwei nächst- 
folgende ds um ein unendlich Kleines der zweiten Chrd- 
nnng von einander rersohieden sind. Auch ßieht man 
leicht, dass die zn Anfange des vor. §. gemachten 
Schlüsse an Richtigkeit nicht verlieren, wenn man die 
Durchmesser je zweier an einander liegenden Kügel- 
chen um die zweite Ordnung von einander verschieden 
seyn lässt. 

b. Den Gleichungen (4) kann man nach Wegschaf- 
fong der Bruchform, und wenn man von neuem integrirt, 
auch die Gestalt der drei Integralgleichungen geben: 

Ifdx/YdM—fdyfZds^Q, 
fdxfZds—£dxfXd9 = 0, 
fdyfXdM-fdxfYdM= 0, 

von denen jede eine Folge der beiden übrigen ist, und 
wo .die neu hinzuzufügenden Constanten unter den neuen 
Integrationszeichen mit begriffen sind. 

Diese Gleichungen lassen sich noch unter einer be- 
sondem Bedeutung auffassen. Man kann nämlich, mit 
Anwendung der bekannten Rednctionsformel fudv=zuv 
— Jvdu^ statt der dritten Gleichung z. B., -^ die, 
wenn die Kräfte, und mithin auch die Fadencurve, in 
einer einzigen Ebene (der ^, y) enthalten sind, die 
alleinige Bedingung des Gleichgewichts ist, — auch 
schreiben : 

(a) yfXdM — fyXds — xfYds + fxYdM^O. 

Hierin gehören die Coordinaten x^ y y welche aus- 
serhalb des Zeichens / stehen, dem Punkte der Fa- 
dencurve an, bis zu welchen man integrirt, während 
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der KrümmuDgsebene enthalten seyn muss, liegt be- 
greiflich darin^ dass die Krümmungsebene des iBlements 
ds duroh die zwei an den Anfangs- nnd Endpunkt des 
Elements gelegten Tangenten bestimmt wird, und dass 
mit den zwei nach diesen Tangenten wirkenden Span- 
nungen des Elements die Kraft Pds das Gleichgewicht 
hält« 

— Ausser der Gleichung (7)' kann man aus (2*) 
noch eine von T und dT freie Gleichung erhalten, in- 
dem man daraus T und dT einzeln bestimmt und als- 
dann den Werth yon dT dem DiiFerentiale des Wer- 
thes Tou T gleich setzt Die auf diese Weise sich 
ergebende Gleichung enthält daher noch die Differen- 
tiale Ton X^ Y^ Z\ sie vertritt in Verbindung mit (7) 
die Stelle der zwei Integralgleichungen (4)^ 

r 

§. 283. 

Zusätze, a. Um die Werthe von T und dT aus 
den drei Gleichungen (2*) zu finden, hat man jedesmal 
nur zwei der letztern zu berücksichtigen nöthig. Sollen 
aber diese Werthe zugleich eine symmetrische Form ha- 
ben, so kann man folgendergestalt verfahren. Man 
mnltiplicire die Gleichungen (2*) resp. mit S, 17, ^ und 
addire sie, so kommt mit Anwendung von (5) und (6): 

(8) 2Crf;r+rrfy + Z€fc + rfr=0. 

Eben so findet sich durch Addition derselben Glei- 
chungen > nachdem man sie zuvor mit d%^ dri^ d^ mul- 
tiplicirt hat: 

{Xd^+Ydri+ Zd^ds+ r(rfg* + *y2+rf?«) = 0, 

oder, irenn r den Krämmungshalbmesser bezeichnet: 

(9) Xtn+Ydn + Zd;+T^=:Oi 
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Ydt + Tdti+i}dT= 0, 
Zd* + TdC, + C</T=: 0. 

Um nan zaerst aas diesen Gleiohnngen T und dT 
mit einem Male 2a eliminiren, maltiplioire, man sie 
resp. mit deu Coefficienten /, m^ tiy addire sie nnd be- 
stimme die Coefficienten so, däss 

'^^ \lel^ + md^ +nd^z=z 0, so bt anch 
Aus (a) aber folgt l: m:n:;=: ijd^ — ^df] : etc. , mithin 

eine von der Spannung freie Gleichung, welche zu er- 
kennen giebt, dass die Richtung der Kraft {X^Y^X) 
odeir P in der Krümmungsedene der Fadencurve lie» 
gen^ muss. Denn nehmen wir den Punkt (;r, y, x) zum 
Anfangspunkte der Goordinaten, so geht diese Ebene 
durch die drei aufeinander folgenden Punkte der Curve: 
(0, 0, 0), {da;j dy^ d%) oder {^ds^ ijds^ ^ds) und {2dx 
+ d^Xy . 2dy + d^yy 2d% + d^x) oder (2gA + d^di 
4- g^/^ «,...)• Setzen wir dabei; die Gleichung der durch 
den jetzigen Anfangspunkt gehenden Krümmungsebene: 

lu +mv + nw = 0, / 

wo Uy Vy w die Coordinaten bezeichnen, so muss seyn: 

lids + mrids + nlß9 =0, ■. ' 

l[li{2ds + dU) + d^ds] + .. . =0; 

und diese zwei Gleichungen lassen sich, wie man au- 
genblicklich wahrnimmt, auf die Gleichungen (a) re- 
duciren. Der Gleichung (d) zufolge ist aber auch die 
Richtung von (X, F, Z) in dieser Ebene begriffen. 
Der statische Grund, aus welchem die Kraft P in 
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Werth von P umgekehrt dem KrfiiqmmigslialbmesMr 
der ebenen Curve proportional ist, von welcher x and 
y die rechtwinkligen Coordinaten sind*). 

f 284. 

Onteranchen m noch die Bedmgnngen des Gleich- 
gewichts, wenn der in allen seinen Theilen der Ü^Hr- 
kong von Kräften unterworfene Faden nicht mehr frei, 
wie in den vorigeii §f., sondern . auf einer gegebenen 

. Fläche beweglich ist« Alsdann wirkt auf jedes Elemrat 
«Kr desselben ausser der Kraft Pd9 noch der Druck 
der Fl&che* Dieser Druck ist auf der Fläche recht- 
winklig, und kann, da er der Länge des Elements 
gleichfaUs proportional ist, =iZd!r gesetzt werden« Man 
kann daher aus den obigen für das Gleichgewicht eines 

'freien Fadens gegebenen Formeln sogleich die für den 



*) Dies lagst sich auch Iddit geradeni dartbmu 8^ sa dem 
Ende clysafidtv» so iviid die Gldchang 

^ fFdu =:i pj Ppäm 
und wenn man difFerentiirt: 

Bringt man -diese Gidebang nnter die Fonn 

und integrirt dann wiederum, so kommt: 

log/PlpAs« logC-^log (1+p«), 
wo log C die hinmmafogende Constante ist Eine abermalige DiffiBren* 
tiation der letztem Gldcbuig, nacbdem sie Toriier aof die Form 



gebiadit worden, giebt endlidi 

-|-(i+i.n*|. 

Dieser dem P nmgekdirt proportionale Ansdroek ist aber bekimni* 
Btii der des Xifimmwngshnlbmessftrs« 

18* 
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Setzen wir umgekehrt dT = 0y sa folgt aas (11) 
9)= 90% nnd ans (12) Pzz^Tir^ d« h. P ist auf der 
Fadencarve normal und im umgekehrten Verhältnisse 
mit r. Hieraus fliesst folgender für die analytische 
Geometrild bemerkenswerthe Lehrsatz: 

Sind Xy y, % die rechtwinklichen Coordinaten einer 
Corvo im Räume , und X^ F, Z solche Fonotionen 
Ton x^ y^ Xy dass den Gleichungen 

Xdx+Yify + Zdx=:0^ 

dx dy d% 

fXds~fYd9~ 




Genüge geschieht, so hat eine durch den' Punkt 
(jr^y, £) der Curve gelegte gerade Linie, von wel- 
cher Xy F, Z die rechtwinkligen Projectionen auf 
die drei Coordinatenebenen sind, die Richtung des 
Krümmungshalbmessers daselbst und, ist ihrer Länge 
nach demselben umgekehrt proportional, welche da- 
her, wenn a eine gewisse, noch zu bestimmende 
Constante bezeichnet, = a : /(X"" + F'' -f Z^) ist 
Ist die Curve in einer Ebene enthalten, und läsat 
man diese die Ebene der x^ y seyn, so werden «'und 
Z null, und die vorigen Gleichungen reduciren sich auf 

Xdx + T^dy = 0, 
daffYd$ = dyfXds. 

Man setze nun X:=n-^P^^ so wurd tregen der 

dx 

erstem dieser Gleichungen Yz=^P -^^ miihin P = 

^(JT^-h T^), und die letztere verwandelt sich in: 

dxfPdxJ^dyfPdy^^. 

Diese dnfache Gleichung besitzt demnadi ^emerb 
wfirdige Eigenschaft, dass der durch sie bestimmte 
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Werth von P umgekehrt dem Erfinotmungshalbmeflsev 
der ebenen Curve proportional ist, von welcher x and 
y die rechtwinkligen Coordinaten sind*). 

§.284. 

Onteranchen wir noch die Bedingnngen des Gleich- 
gewichts, wenn der in allen seinen Theilen der Wir- 
kung von Ejräften unterworfene Faden nicht mehr frei, 
wie in den vorigen §§., sondern . auf einer gegebenen 
. Fläche beweglich ist« Alsdann wirkt auf jedes Elemrat 
«Kr desselben ausser der Kraft Pd9 noch der Druck 
der Fl&che« Dieser Druck ist auf der Fläche recht- 
winklig, und kann, da er der Länge des Elements 
gleichfaUs proportional istj = jBflb gesetzt werden« Man 
kann daher aus den obigen für das Gleichgewicht eines 
freien Fadens gegebenen Formeln sogleich die fiir den 



*) Dies lasst sich aach Iddit geradeni dartboiu 807 sa dem 
Ende clysafidar» so iviid die Gldchang 

und wenn man difFerentiirt: 

Bringt man -diese Gldebong unter die Fonn 

nnd integiirt dann wiederam, wo kommt: 

log/P^ s= iDg C — 4 log (1-1- f') 9 
wo log O die hinznzofogende Constante ist Eine abennalige DiffiBren* 
tiation der letztem Gleichuig, nachdem sie Toriier anf die Form 

/IW« — -7== 
ge]>iadit worden, giebt endlidi 

Dieser dem P nmgekdirt preportionale Ansdinek isl aber bekinnt* 
Bdi der desYi&mmingshalbmesseis. 

18* 
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doreh den KrfimmmigBbalbmesser gleich, — Allee &ber- 
eustiminend mit den schon in §• 272« and §• 273. ge* 
ihndenen Resnltaten« 

§* 286, 

Die Kraft P in dem Ansdracke Pd% ist, me be. 
reite erinnert worden (§• 274. £•), die Resultante Ton 
Kräften, welche auf eine Linie, deren Länge = l, 
nach parallelen Richttmgen wirken, dergestalt, dass 
fedes Element der Linie, welches mit dem Elemente 
d9 des Fadens gleiche Länge hat, von demselben Krafl^ 
wie dieses d!r, a£ßcirt wvd. Da aber in der Wirklich- 
keit jedes Element des Fadens ein Ideiner physischer 
Körper ist nnd, als solcher, eine gewisse Masse ha^ 
nnd da die Schwerkraft und die andern in der Natnr 
Torkommenden Kräfte sich über alle Theilchen eines 
Körpers, der Masse der Theilchen proportional, Tcr- 
breiten, so pflegt man die auf ein Fadenelement wir- 
kende Kraft dadurch zu bestimmen, dass man die 
Stärke der Kraft bei einer Masse ss 1 angiebt, also 
annimmt, dass an einem Körper, dessen Masse =s 1^ 
auf jedes Theilchen, dessen Masse der des Fadenele- 
ments gleich ist, eine eben so grosse Kraft,* als auf 
dieses Element, nach paralleler Richtung wirke, nnd 
Ton allen diesen parallelen Kräften die Resultante be- 
stimmt. 

Hat nun die Kraft P diese letztere Bedeutung, so 
muss man sie, um ihre Wirkung auf das Element «Kr 
zu erhalten, in die Masse des Elements multipliciren. 
Letztere ist, wenn die Dichtigkeit des Elements =: ^, 
nnd der auf seiner Länge rechtwinklige Durchschnitt 
==€ gesetzt wird, =(ed!f, und folglich Pqid* der dann 
statt des vorigen Pä% zu substituirende Ausdmok. Auf 
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gleidie Art hat man statt der vorigen Xy ' F, Z diesel- 
ben Grössen, nooh mit qb multiplicirt, zu setzen. Da- 
bei sind Q und i^ als *von einem Punkte des Fadens 
zum andern im Allgemeinen yeränderliohe Grdssen, 
Functionen der von seinem Anfangspunkte bis zum 
Punkte {Xy y^ x) gerechneten Länge # des Fadens, also 
auch Fnnotionen ¥on Xy y, x selbst^ 



Von der KettenliDie. 

r 

*• 287. 

Die bisher Yorgetragene allgemeine Theorie des 
Gleichgefrilchts an einem vollkommen biegsamen Faden 
vollen wir jetzt auf den einfachen Fall anwenden^ 
wenn sämnüHeke muf die Elemente de» Faden» wir^ 
hende Kräfte eenmnder paraUel süid^. der Faden selbst 
aber nur mit- semen beiden 'Endpunktet^ befestigt^ 
emutfrei beweglich itt. Man lege zu dem Endle das 
Goordmatensystem so, dass die Axe der y parallel mit 
den Kräften wird, so ist durchweg JiC = 0, ^=0, 
folglich fXdez=zAy fZd$=i Cy wo A und C7 noch 
zu {bestimmende Constanten bedeuten, und man erhält 
näoh den Formeln (4) in «§..280: 

dx ^^ dy ■ dx 
'A~ 'JYds—'C^ 

Hieraus fiiesst durch nochmalige Integration 

Ax^Cx^Dy 

d. b« die Padencurve iit in einer mit der Axe der y, 
also mit den Kräften parallelen JSbene enthalten^ 
Werde diese Ebene zu der Ebene der Xj y genommen« 
Weil X = die Gleichung der letztem ist, so werden 



■ «v 
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damit (T=0 nad JDs»0> «idt ivk faahen imr nodi fie 
Gleichling 

zn beräcksichtigen, worAns sioh, wean F, als Fimction 
von j; und y, gegeben ist, die Gleichung für die Fa. 
dencurve, und umgekehrt, Wenn letztere gegeben ist, 
die Function Y finden lässt 

Die Spannung T des Fadens im Punkte (^, y) ist 
aus den zwei mit den Axen der ^ und y parallelen 
Theilen U=^ fXds =:—ul mA r= ^fYd4 = 
-^Ap zusammcAgesetzt (§• 2S0«), mithin 

tu 
Die Spannung ist daher in jeden Punkte möge- 

kehrt dem Sinus des Winkels pro^ortioiial, den die 

den Faden «daselbst BerShrende nrit der Axe dei; yy 

d. i. mit der Richtung der Eüräfte , macht. 

Sind demnach ^f «d ITK! (Fig. 70.) zwei an 
zwei Punkte N und N* des Badens gelegte Tangenten 
und schneiden dieselben eine mit den Krftftea parallel 
gesogene Gerade IKK' in K und K^ sieh sribst aber 
in Zf, so verhalten sich iM Spannungen in N und iV, 
wie die Sinus von IK'N' und IKNy also auch wie 
KL und K'L^ d. h.: 

Zwei einen Faden^ der unter Einwirkung paral- 
leler Kräfte im Gleichgewichte ist^ berührende Seiten 
einet Dreieckt y dessen dritte Seite mit den Kr äßen 
parallel iitj verhalten eich wie die Spannungen dee 
Fadens in den Berührungspunkten* 
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e Art hat man statt der vorigen JE*, 'F, X Aesel- 

GrSHen^ noch mit qt multipfioirt^ zn aetBoa, Da- 

ei rind ff mid c^ als *von einem Punkte des Fadens 

^Kum andern im Allgemeinen yeränderliohe Grdssen, 

3i^Vmctionen der von seinem Anfangspunkte bis zum 

KHinkte {x^ yy i^ gerechneten Länge # des Fadens^ also 

il^aoh Functionen von x^ y, % selbst» 

Von der Kettenliaie. 



tl .-^ 



§.287. 

Die bisher vorgetragene allgemeine Theorie des 
.iBleichgeidchts an einem Yollkomtnen biegsamen Faden 
'wollen ndr jetzt auf den einfachen Fall anwenden^ 
wenn Moimmäieke muf die Elemente de» Fadens wir- 
kende Kräfte emumd^r ptnraUel smdy der Faden selbst 
aber nur mit seinen beiden 'Emfymnkte^ befestigt^ 
eanst frei befeegUeh ist. Man lege zu dem En^e das 
Goordmatensystem so, dass die Axe der y parallel mit 
dttn Krftftea wird, so ist durchweg X = 0, Z=Oj 
folglich fXdsz=zAy fZds= C^ wo A und C noch 
BQ bestimmende Constanten bedeuten , und -man erhält 
naoh den Formeln (4) in §• 280: 

dx dy dk 

A~ fYds~'C^ 

Hieraus fiiesst durch nochmalige Integration 

Ax^Cx-^Dy 

d. |i* die Fadeneurve ist in einer mit der Axe der y, 
also mit den Kräften parallelen JSbene enthalten^ 
Werde diese Ebene zu der Ebene der x^ y genommen« 
Weil % = die Gleichung der letztem ist, so werden 
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wichts de9 %wt9ohen beiden Punkten begriffenen Theu 
le$ der Kette gleich. 

Die Richtigkeit dieser Gleichung erheDet anch 
schon daraus, dass aDe Kräfte, welche auf einen Tom 
Scheitel S (Fig. 80«) anfangenden Theil SM der Kettenli- 
nie wirken, anch dann noch sich das Gleichgewicht hal- 
ten, wenn sie parallel mit ihren Richtungen an einen und 
denselben Pnnkt getragen werden. Diese Krflfte sind 
die Spannungen t und T \n S und M und die Resul- 
tante g9 aller Wirkungen der Schwerkraft auf den 
zwischen S und M enthaltenen Theil des Fadens. Die 
' Richtungen Ton t und ge^ schneiden sich aber recht- 
winklig; folglich etc. 

Die andere Gleichung für die Spannung, T=gy^ 
giebt zu erkennen, da99 die Spannung in irgend ei* 
nem Punkte M der Kettenlinie dem Gewichte eines 
Theilt de* Fadens gleich isty welcher den Abstand 
des Punktes M von der Directrix zur IJänge hat. 
Das Gleichgewicht des die Kettenlinie bildenden Fa* 
dens wird daher nicht unterbrechen^ wenn man letx^ 
tem in M über ^ine unendlich kleine daselbst ange» 
brachte Molle fuhrt und bis xu der Directrix frei 
herabhängen lässt. 

* Ist folglich^ — so können wir umgekehrt schlies- 
sen, -^ ein ^dfer xwei unendlich kleine Rollen gelegter 
und mit beiden Enden frei herabhängender Faden 
im Gleichgewichte^ so liegen die beiden Enden in 
einer Horizontalen j nämlich in der Directrix der 
vom mittlem Theüe des Fadens i&wischen den Rollen 
gebildeten KettenUnie, 

Zusötae. a. Eine unmittelbare Folgerang aus 
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Der inr det WirUidhkeit ätii lähifigsten Voitkommeiide 
und am meistctti intetessirende Fall ist deijenfj^iD,' w^ml 
der Faden überall gleiche Dicke und pidhtigkeit hat^ 
und wenn (Üe anf ihn wirkende Kraft die' Schwerkraft 
ist Die nnfer diesen Umständen Tom Faden gebildete 
Giirve heisst vorziigsweise die Kettenlinie. Da die 
Schwerkraft ' nach verticaler Richtnng von oben naeh 
nnten auf gleiche Massen gleiche Wirkung ausübt^ so 
ist, wenn wir ihre Wirkung auf einen Fadentheil, des- 
sen Länge =^ 1 ist, oder das Gewicht dieses 'l^eils, g 
nennen, g ieine constante Grösse, und wir haben, wenn 
wir die positive Rii^htung der Axe der y vertical], von 
nnten nach oben gehend, annehmen^ Y =s > — g za 
setzen. Hiermit wird fYdt =:z'^g9+ B^ und die obige 
Bedingungsgleiohung geht über in: 

Von welchem Punkte aus die Fadenlänge, Aach' dar 
einen Seite zu positiv,' naoli der andern negativ, gie- 
reohnet wird, ist noch willkührlich. Werde hienu deiv 
jenige Punkt S (Flg. 80.) geglommen, in welchem die 
Tangente der Curve horizontal, also p = ist. Weil 
hiernach s und p zugleich null werden sollen , so wird 
auch die Constante j9=0, und die Gleichung reducirt 
sidi auf 

As=Zpy 

wenn man noch <^: -C=^ aetzt. 

Dies ist demnach die Gleichung der Kettenlinie, 
und zwar in der mdglich einfachsten Form. Sie be- 
steht zwischen den von S aus gerechneten Bogen s 
und der trigonometrischen Tangente p des Winkels, 
den die an die Cnrve gelegte Berührende mit der ho- 
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0* So ^e im Puokte {jrj y) der Kettenlinie die 
HSpannüng Tsesgy ist» so. ist sie in irgend einem an- 
dern Punkte '(^\y) der Linie, ==gy', und daher, wenn 
letztere Spannung 3^ genannt wird : 

-eine Gleichung, weldie auch unmittelbar durch Inte- 
gration der GleichuDg (8) in ^. 283. hervorgeht» wenn 
man darin, wie es hier der Fall ist, X=rO, F=— -^, 
2^=3 setzt. Sie druckt den Satz aus, dass der Un- 
terschied zwischen den Spannungen in zwei Punkten 
des die Kettenlinie bildenden Fadens dem Gewichte 
eines Theils desselben Fadens gleich ist, dessen Länge 
die Höhe des einen Punktes über den andern misst. 

Dieser Satz lässt sich übrigens auch olme Anwen- 
dung der bisher yorgetragenen Theorie durch folgende 
einfache Betrachtung darthun. — Seyen JU und JV 
(Fig. 80.) zwei Punkte einer Kettenlinie, M der tie- 
fere, N der höhere, und Zr ein dritter Puukt, welcher 
mit M in einer Yerticalen und mit JV in raier Hori- 
zontalen liegt. Man befestige in ilf, JV und // drei un- 
endlich kleine Rollen und lege von Jj bis JV einen geu 
nrden horizontalen Steg. Man' führe hierauf den über 
IV hinausgdienden Theil des Fadens über die Rolle JV 
und den Steg JVL bis Zr, und den über JU hinaus aidi 
•rstreokenden Theil des Fadens unter der Rolle JU 
weg in verticaler Richtung gleich£slls bis // und Tcr- 
knüpfe ihn über der in Ij angebrachten Rolle mit dem 
ersten Tfaeile, so dass man einen über drei RoUen ge- 
legten, in sich zurücklaufenden Faden erhält* Ist nun 
dieser Faden, sich selbst überlassen, in Ruhe, •— denn 
eine continuirliche Bewegung desselben anzunehmen, 
streitet gegen die Unmöglichkeit einer solchen -<*- so 
wird jeder seiner drei Theile noch die ^mg^ Fom 
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letzterem Satze ist, dasi^ wenn man einen in sioAxu^ 
Tücklaufenden Faden über xwei unendlich kleine RoU 
len A und B (Fig. 81.) hängt j die zwei Klettenlinien 
ASB und ASBy welche er nenUt bildet y eine ge^' 
meinschtrftliche Directrix haben* Denn lässt man Ton 
einer der beiden Rollen, A^ einen Faden frei herab- 
hängen, Ton solcher Länge AC^ dass sein Gewicht der 
Spannung im Pnokte A des in sieh zurücklaufenden 
Fadens gleich ist, so wird, weil A als gemeinschaftli- 
cher Punkt der beiden Kettenlinien zu Detrachten isf^ 
die durch C gelegte Horizontale CD sowohl der einen, 
als der andern Kettenlinici, als Directrix zugehören. 

b. Sey D der Fusspunkt des von der andern Rolle 
B auf die gemeiiischaftliche Directrix gefällten Per- 
pendikels, und Sj S^ die Scheitel der beiden Ketten- 
linien, so ist 

CA^ — A&^ = DB^ — SB^ ' 
= dem Quadrate des Parameters der Kettenlinie .i£«Si? 
{%. 290« 6.), und eben so 

CA^ —AS^ = DB^ — SB^ ; 
folglich {ßB^AS){ßB^AS)={SB^AS){SB^AS). 

Legt man nun durch die tiefere der beiden Rollen, 
welche A sey, eine Horizontale, die den Kettenlinien 
ASB und ASB in U und 27 begegne, so ist der Bo- 
gen AS r^SU und AS = SrU'. Hiermit wnrd die 
letzterhaltene Gleichung: 

ASB.ÜB=^ASB.irBj 
' d* 1i«: Wird ein in eich selbst zurücklaufender Fa^ 
den über zwei unendlich kleine Bollen gehängt^ ea 
verhalten sich die zwei van ihm gebildeten Kettenli' 
nien ihrer L&nge nach umgekehrt^ wie tUe Theila 
dereMeny welche oberhalb der durch die tiefere der 
keiden Rollen geaogenen Bor ik on t a le Hegen. 



.^ 
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e* So wie im Punkte (^, y) dar Kettenliaie die 
-Spaimiuig T^sgy ist, so ist sie in irgend einem an- 
den Pnakte (j^, y) der Linie, = gy'j und daher, warn 
letztere Spannung T^ genannt wird : 

-eiae Gleichung, weldie auch unmittelbar durch Inte- 
gration der Gleichung (8) in ^. 283. hervorgeht, wem 
man darin, wie es hier der Fall ist, X=sO, Yz=^^gj 
ZssO setst Sie druckt den Satz aus, dass der Un- 
terschied zwischen den Spannungen in zwei Punktai 
des die Kettenlinie bildenden Fadens dem CrewicUe 
eines Theils desselben Fadens gleioh ist, dessen Längs 
die Höhe des einen Punktes über den andern misst 

Dieser Satz lässt sich übrigens auch ohne Anwen- 
dung der bisher yorgetragenen Theorie durch folgende 
einfache Betrachtung darthnn. — Seyen JU und N 
(Fig. 80.) zwei Punkte einer Kettenlinie, M der tie- 
fere, N der höhere, und IJ ein dritter Punkt, welcher 
mit JU in einer Yerticalen und mit JV in einer Hori- 
zontalen liegt. Man befestige in ilf, JV und // drei un- 
endlich kleine Rollen und lege von Ij bis JV einen ge. 
i«den horizontalen Steg. Man' führe hierauf den über 
JV hioauBgdienden Theil des Fadens über die Rolle JV 
und den Steg JVL bis //, und den über lU hinaus sich 
arstreokenden Theil des Fadens unter der Rolle JU 
weg in verticaler RicbtUDg gleichfalls bis IJ und Ter- 
knüpfe ihn über der in J[i angebrachten Rolle mit dem 
ersten Theile, so dass man einen über drei Rollen ge- 
legten, in sich zurücklaufenden Faden erhält* Ist nun 
dieser Faden, sieh selbst überlassen, in Ruhe, — donn 
eine continuirliche Rewegnng desselben anzunehmen, 
streitet gegen die Unmög^ohkeit einer solchen -— so 
wurd jeder seiner drm Theile noeb die vorige Fem 
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mungsAalimeiser dem ^tiodtaie der Sfiatmüng prih 

portionäl ist. 

Im Scheitel, vfo T=^t ist, wird rtx±i:Aj d« k^ 

der KrümmungsAafime^ser im Scheitel üt dem JPk^ 

rameier gleich. 

f 293. 

Aufgabe. Bin gleichförmig sefatrerer Faden vet 
gegebener L&nge / wird mit seinen Enden an zwei ge* 
gebenen unbeweglichen Punkten üf und N iJPig. 80.) 
befestigt. ^Die Elemente der von ihm gebildeten Kx/b- 
tenlinie zu bestimmen. 

Auflösung. Die Linie ist in der dnreh M imd 
N zu legenden Yerticalebene enthalten. In Bezug auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem in dieser Ebeae^ 
Ton welchem die Direotrix der Kettenlinie die Absds- 
senlinie, und der Punkt O der Direotrix, welcher ver- 
tical unter - dem Scheitel 8 liegt, der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, in Bezug auf dieses System seyan x^ y 
die Coordinaten vcn üf, und Är + a, y + * die Coordi- 
naten von N*^ sey ferner der Parameter der Kettenlinie 
= 1 : ^, und der Bogen SM =^ «, also der Bogen 
;9iV =«-{-/, wo die Bögen s und / positiv zu nehmen 
sind, wenn es ihre Projectionea auf die Axe der x 
sind. Alsdann ist nach %. 290. b. für den Punkt üf : 

und eben so fdr den Punkt Nt 



Durch die gegebene gegenseitige Lage von M und 

N sind nun o und b gegeben} es' irind nftmünti die Co-> 

14 • 



jku. -^ 
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■ 

Axe der x^ die Ordlinaten tod S und Jf , ^ssf ni y, 
•o ist jT — V = ^ (y'^y)« Bs >^t ferner, wenn der 
Bogen SMass gesetit wird: T* == »f +gr**'« ^ 
Elimination von T aus diesen swei Gleiebiingea gisbf; 

oder einfaebelr, wenn man die horizcuitale Abecissen- 
linie so legt, dass^srwird: 

Da nnn, wie so eben nnd im vor. ^ gezeigt wo^ 
den 9 die zwei Gleiobungen (ur 7 sich geradeav ant 
der Natur der KettenliBie, ohne Anwendang der Besb- 
»nng des Unendliohen, herleiten lassen, so sind wiris* 
mit e)i)en so einfach zu der zwisehen y und # bestehsD- 
den Gleichung der Kettenlinie selbst gelangt. Dass 
dabei y der im Obigen durch f : Jk ausgedrückte Pars* 
meter ist, bedarf keiner Erinnerong. 

e. Auch die Fundamentalgleioboag Assssp (§. 388.) 
kann auf ganz elBneatare Weise hergd:eilet werdes. 
Da nämlich die Spannung T, welche mit der A^e der 
y den Winkel t^ macht, die Resultante der Spannang 
T nnd der Kraft g^ ist, wenn letztere beide na<^ des 
positiven Riobtnngen der Axen der jr nnd der y wi^ 
kead aikg^nommen w^^n, so bat man 

foIgKiA wtgi/f =^> d. i. /> =s: -^ = ^. 

/. Nach der Gleichung (12) in '§. 283, und weil 
Ps^-^gy 9==? — V^ ü»d Tslnv^ = T ist, hat maa: 

/'sin 9 gr M* ' 

Die Keltenlini# besitzt daher nodi die merkwürdige 
ESgenschaft, dms^ mjetiem tkregt Punkte 4er Mniim^ 
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mungshalbme^ier dem ^timhate der Spannung /frth 
portionäl ist. 

Im Scheitel, wo T^^t kt, wird iredel:>(, A k 
der KriimmungiAafimesser im Scheitel i§t dem /b» 
Tameter gleich. 

§• 293. 

Aufgabe. Bin gleiohförtnig sefatrerer Faden vet 
gegebener L&nge / wird mit semen Endea an zwei ge* 
gebeDen mibewegliehen Punkten M nnd N (Fig. 80.) 
befestigt. Die Elemente der von ihm gebildeten Kel>- 
tenUnie zu bestimmen. 

Auflösung. Die Linie ist in der doreh M imd 
N zu legenden Yertioalebene enthalten« In Bezug auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem in dieser Ebeae^ 
Ton welchem die Direotrix der Kettenlinie die Abscis- 
senlinie, und der Punkt O der Diifeotrix^ welcher ver- 
tical unter -dem Scheitel S liegt, der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, in Bezug anf dieses System seyan x^ y 
die Coordinaten von üf, und ^ + ^> y + ^ dio Coordi- 
naten von N\ sey femer der Parameter der Kettenlinie 
= 1 : ^, und der Bogen SM == #, also der Bogen 
SiV^siS-^ly wo die Bögen s und / positiv zu nehmen 
sind, wenn es ihre Projectionea auf die Aze der x 
sind. Alsdann ist nach ^. 290. 6. für den Pwkt Mi 

Uiy-^-ii^e i 
und eben so für den Punkt Nt 
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N sind nun o und i gegeben j es* tiind näi(nfioh die Co-> 

14 • 
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geradlinig bb wa Vunktwi...IV,j JV^ ßT, iV^,..., £e 
in einer Vertioalen liegen, fortgeführt, und mrd llie^ 
auf der Pnnltt P in einer horizontalen Ebene naher an 
dieie Vertioale, etwa bis ilf, gerückt, so haben die 
Kettenlinien, zn welohen sieh nunmehr die Fäden krnm- 
men, einander gleiohe Parameter und sind daher, in 
unendliober Ausdehnung gedacht , einander gleich und 
fthnllob. Denn schneidet die Horizontalebene, in wet 
aher P und Jlf liegen, die Yerticale in iV, ^o ist för 
die Yersehledenen Kettenlinien a =s MtlV ubd i^ ^^k^ 

Von allen diesen Kettenlinien liegea fibrigens die 
Sobeltel gleichfalls in einer Kettenlinie, welche iETzusi 
Sebaitel und densdben Parameter, wie die vorigen, 
aber ebe «mgekehrte Lage hat, so dass M die iiSohste 
Stelle einnimmt. Hiervon kann man fiA dardi eine 
sehr einfache, ron der Natur der Kettenlinie ganx na- 
abhängige, Betrachtung überzeugen» Wird nänlioh der 
Bogen SfTM einer Kettenlinie, von welcher 8, der 
Scheitel ist, in seiner Ebene um ^^on Mittelpunkt sei* 
ner Sehne SfM halb herumgedreht, bis er in die Lage 
JUSS, kommt, so yeitauschen S, und M ihre Stellen, 
und dei» Scheitel ist nunmehr in M. Beschreibt man 
folglich in der Ebene einer Kettenlinie jS^TjSf mit dem- 
selben Parameter eine zweite, welche die umgekehrte 
Lage der erstem und irgend einen Punkt JU der e^ 
Stern zum Scheitel hat, so geht diese zweite durch den 
Scheitel S^ d^ Astern« 

iTii ^* *®*" 

Bei der im Obigen entwickelten allgemeinen Theo- 
rie des Gleichgewichts eines Fadens wurde in $• 284. 
noch der Fall in Betracht gezogen ^ wenn der Faden 
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Analogie zwischen dem Gleichgewichte 
an einem Faden und der Bewegiing; eines 

Punktes, 

f 290. 

Es dürfte gewiss schon yon Manchem bemerkt 
worden sejn, dass zwischen dem Gleichgewichte an 
einem Faden und der Bewegung eines materiellen 
Punktes in 'mehrfitoher Beziehung Aehnliohkeit statt 
findet; dass s. B. eben so, wie ein Faden, auf den nur 
an seinen Enden Kräfte wirken, sich geradlinig aus^ 
dehnt, auch ein Punkt, auf den nur ein anföngliober 
Stoss wirkt, geradlinig fortgeht; dass auf gleiche Art, 
wie ein aber eine krumme Fläche gespannter Faden 
die kürzeste Linie bildet, die sich auf der Fläche Ton 
einem Punkte zum andern ziehen lässt, auch ein auf 
einer Fläche durch einen Stosls in Bewegung gesetzter 
Punkt die kürzeste Linie bei seiner Bewegung wählt, 
und dass, wie dort die Spannung, so hier die Ge- 
schwindigkeit yon einem Punkte zum andern constant 
ist; u. s. w. Gleichwohl erinnere ich mich nicht, eine 
Yergleiohung dieser Theorieen des Gleichgewichts und 
der Bewegung irgendwo angestellt gefimden zu ha- 
ben. Da indessen eine solche Vergleiohung nicht 
nur an sich interessant ist, sondern auch die eine 
Theorie durch die andere, und namentlich die des 
Gleichgewichts durch die der Bewegung, mir Gewinn 
zu neben scheint, so will ich in diesem Kapitel den 
zwischen beiden Theorieen obwaltenden Zusammenhang 



816 »mtäm ThäL SMfailflt KapM. 

ghie/^Srmig 9 ek we re r f^ai&m mü meinen Emden m 
mwei ISmkiem der Eteme trfe$tigtj so üt die von ihm 
m^f der Eieme geMdeU Cmrve diesette KettenlMe^ 
ueieAe er m mnimm tj wenn die Ebene durch Drehung 
mm eine in ihr etuhalteme Horixontale in eine verti" 
eale Lage gebracht^ umd damit ihre Einwirkung 
m^f den Faden aufgehebem wird. 

Darob Drebung der Ebene um eine in ibr gezo- 
gene borisontale Axe wird also die FadenoorFO nicht 
geändert) vas auob sobon darans einleni^tety dass in 
Jedem Angenblioke der Drebmig anf gleiobe Elemente 
de des Fadens gleiobe nnd anf der Drebnngsaxe no^ 
male Kräfte — ^oosa.dir in der Ebene wirken«. Ans 
demselben Gmnde erbellet, dass bei jeder dorob die 
Drebnng benrergebraobten Neigung der Ebene die (bd 
der vertioalen Lage dnrob gy bestimmten) Spannungen 
in den yersdiiedenen Ponliten des Fadens in den näm- 
lioben Verbältnissen zn einander steben, daiks aber die 
Spannung in einem und demselben Punkte Ton einer 
Neigung zur andern dem Sinus der Neigung gegen den 
Horizont (90^ — a) proportional ist, und daber bei bo- 
rizontaler Lage ganz versobwindet 

Endlieb bemerke man noob, dass zufolge der dri1> 
ten Gleiobung die sobiefe Ebene von jedem Curven- 
elemente ds einen auf ibr normalen Dmok = dem Ge- 
"iriobte gds des Elements^ multiplioirt ii| den Cosinns 
der Neigung, erleidet» 
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iebentes Kapitel 

Analogie zwischen dem Gleichgewichte 
an einem Faden und der Bewegiing eines 

Punktes. 

f 290. 

Es dürfte gewiss schon von Manchem bemerkt 
worden seyn, dass zwischen dem Gleichgewichte an 
einem »Faden und der Bewegung eines materiellen 
Punktes in 'mehrfacher Beziehung Aehnlichkeit statt 
findet; dass s. B. eben so, wie ein Faden, auf den nur 
an seinen Enden Kräfte wirken, sich geradlinig aus^ 
dehnt, auch ein Punkt, auf den nur ein anfänglicher 
Stoss wirkt, geradlinig fortgeht; dass auf gleiche Art, 
wie ein über eine krumme Fläche gespannter Faden 
die kürzeste Linie bildet, die sich auf der Flädie von 
einem Punkte zum andern ziehen lässt, auch ein auf 
einer Fläche durch einen Stosls in Bewegung gesetzter 
Punkt die kürzeste Linie bei seiner Bewegung wählt, 
und dass, wie dort die Spannung, so hiw die Ge- 
schwindigkeit von einem Punkte zum andern constant 
ist; n. s. w. Gleichwohl erinnere ich mich nicht, eine 
Yergleichung dieser Theorieen des Gleichgewichts und 
der Bewegung irgendwo angestellt gefimden zu ha- 
ben« Da indessen eine solche Vergleichung nicht 
nur an sich interessant ist, sondern auch die eine 
Theorie durch die andere, und namentlich die des 
Gleichgewichts durch die der Bewegung, mir Gewinn 
zu ziehen scheint, so will Ich in diesem Kapitel den 
zwischen beiden Theorieen obwaltenden Zusammenhang 
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proportionalen öescAfeunigenden Krafi getrieben j io 
öeseAreiit er eine verticale Kettenlinie j deren Sehei' 
tel ihr tiefster trinkt ist. Dabei ist die Geschwind 
digkeit des Körpers der Spannung* der Kette ^ abo 
der Secante des Winkels proportional ^ den eine die 
Curve Berükrende mit dem Horixonte macht (§,287.), 

Weil äbrigens im Scheitel T=zgxh ist (§« 291.), 
wo g die jetzt oonstante Kraft P ausdrückt , so ist im 
Scheitel dei^ durch Bewegung erzeugten Kettenfinie: 
tfsssQt vhj folglich v^ iQt=sIi hy d. h. das Quadrat 
der Geschwindigkeit im Scheitel^ dividirt durch die 
hesehleunigdnde Kraft daselbst,- giebt den Parame- 
ter der Kettenlinie. 

Sehr leicht kann man sich Ton diesen Resultaten 
auch durch unmittelbare Rechnung überzeugen». Man 
hat nämlich fiir' die Toransgesetzte Kraft, * wenn, man 
ihre Richtung mit der Axe dery parallel anninnnt, die 
dründgleichungen : 

d'^x ^ d^y ads 

folglich 9 wenn man integrirt: 

-^ = ^, ^ = «, + c,niul daher e.= ^, 

woraus die Proportionalität der Geschwindigkeit mit 
der Secante der Neigung der Berührenden fliesst» Setzt 
man femer ^ = 0, rechnet also den Bogen s von dem 
Punkte an, in welchem dy=ay mithin die Berührende 
horizontal ist, so kommt: . 

dy as 

dx b 

Dieses ist aber die Differentialgleichung einer Ket- 
tenlinie, deren Parameter = bxa^ und deren Scheitel 
ihr tiefater Punkt ist (§. 288.). Weil daselbst dy—% 
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und daher d^=dxy also nt^ssdj so ist im Scheitel 
ö z=za -^z=i aby mithin v^ i Q = 6:as=: dem Parame- 
ter, — gleiobfalk äbereinstiuimend mit dem (Neigen. 

Anf eben die Art, wie man Tom Gleicbgewiefate 
eines Fadens zur Bewegung eines Körpers ftbergeheii 
kann, läset sich auch immer aus irgend einer krumm- 
linigen Bewegung eines Körpers auf das Gleichgewicht 
eines eben so gekrümmten Fadens schliessen. Denn 
so wie in §• 297. aus dem Gleiobgewichte der auf den 
Punkt ji (Fig. 83.) nach den Richtungen jiui,y AB 
und AA' wirkenden Kräfte T,^ P.AA' und T gefol- 
gert- wurde, dass ein Körper, der sich nach A^A mit 
einer Geschwindigkeit v,z=cT, bewegt, und dem in A 
nach der Richtung BA eine Geschwindigkeit Qdt 
z=zcP^AÄ mifgetheiit wird, nach AA mit einer Ge- 
schwindigkeit vz=^cT fortgeht, wo c eine Constante 
und dt das Zeitelement bezeichnet, in welchem der 
Körper das Raumelement AA'^ {=:vd£) zurücklegt: so 
kann auch umgekehrt daraus, dass v die Resultante 
der Geschwindigkeiten v, und Qdt ist, auf das Gleich- 
gewicht zwischen 7; , P • AA^ und T geschlossen wer- 
den. So wie ferner die Bewegung eines Körpers 
durch ihre anfangliche Richtung und Geschwindigkeit 
und durch die beschleunigende Kraft vollkommm he« 
stimmt ist, so ist es auch die Gestalt eine» Fadens und 
die Spannung in jedem Punkte desselben, wenn fiSi 
eines seiner Blemmite die Lage und die Spannung deii* 
selben 9 finr alle aber die auf sie wirkenden Kräfte ge« 
geben sind. Hiemaob lässt sich der in §• 297« erhal- 
tane. Sati folgendergestalt umkehren: 






f. 300. 

Wenn in dem Bisherigen die auf das Element des 
Fadens ds wirkende Kraft = /%Äf gesetzt wurde, und 
wenn, wie es gewöhnlich ist, unter P die Gesammt- 
wirkung auf eine Masse = 1 verstanden wird (§• 286.), 
so hat man sieh die Masse des Fadens seiner Länge 
nach gleichförmig vertheilt zu denken^ so dass Theile 
Von gleicher Länge auch der Masse nach einander 
gleich sind. Ist aber die Masse ungleichförmig ver- 
theilt, so ist, bei gleicher Bedeutung von Py die aaf 
das Element ds wirkende Kraft = PQtds zu setzen, 
wo ffids die Masse des Elements ausdrückt (ebendas.). 

Mit Anwendung eines solchen Fadens von {ingleich- 
förmig vertheilter Masse lässt sich der im yor, §• von 
der Bewegung auf das CSleichgewicht gemachte Schluss 
auf eine etwas andere Weise bilden» Denn weil jetzt 
Pqids mit Qdt in constantem Vertiältnisse seyn mnss 
(vor* §•), so können wir geradezu P mit (l proportional se- 
tzen, wenn wir noch q%d9 mit dt^ d. h. die Masse des Fa- 
de&dements mit dem Zeitelemente, also überhaupt die 
Masse jedes Theils des Fadens mit der Zeit, in wel- 
cher dieser Theil vom Körper beschrieben worden, 
proportional annehmen , und wir erhalten damit den 
Satz: 

Au9 jeder Bewegung eine* diureh eine beschleu- 
nigende Kraft getriebenen Körpers kann mim em 
Gleichgewicht an einem Faden ableiten ^ indem 
man die vom Kärper beschriebene Curve die Faden- 
eurve seyn lässt y die Masse jedes Fßdentheüs der 
SLeity in welcher er vom Körper durchlaufen wird^ 
proportional annimmt und auf jeden Punkt des Fa- 
dens eine der den Körper daselbst beschleunigenden 
Kraft proportionale Kraft nach entgegengesetzter 
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Richtung wirken läsMt. Dabei ist die Spannung det 
Fadens in constafdem Verhältnisie mit der Qe^ 
Mchwindigkeit des Körpers. 

Wenn daher ein in zwei Punkten aufgehängtär 
Faden die Gestalt einer verticalen mit ihrem Schein 
tel nach unten gekehrten Parabel hat^ und^ (weil bei 
der parabolischen Wurfbewegung die Zeiten sich wie 
die horizontalen Projectionen der durchlaufenen Bögen 
verhalten), wenn dc^ Gewicht jedes Fadentheils in 
constantem Verhältnisse zur horizontalen Projection 
des Theüs steht ^ so ist der Faden unter der Fun' 
Wirkung der Schwerkraft im Gleichgewichte. 

Xu, noch einem Beispiele mögen uns die um die 
Sonne laufenden Planeten dienen. Jeder Planet be- 
wegt sich in einer Ellipse , in deren einem Brennpunkte 
sich die Sonne befindet; und diese Bewegung geht der- 
gestalt vor sieb, dass die von der Sonne bis zum Pla- 
net gezogene gerade Linie in gleichen Zeiten gleiche 
Flächen der Ellipse überstreicht. Hieraus folgerte 
Newton, dass die Sonne den Planet mit einer dem 
Quadrate der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft 
anzieht, und wir können daher schliessen: 

jffat ein in sich zurücklaufender Faden eine eU 
liptische Form^ und ist die Masse jedes seiner TheHe 
der Fläche proportional^ welche von dem Theile und 
den von seinen Elndpunkten nach dem einen Brenn- 
punkte der Ellipse gezogenen Geraden begränzt wirdy 
und wirkt abwärts von demselben Brennpunkte auf 
jeden Punkt des Fadens eine Kraft ^ die sich umge- 
kehrt wie das Quadrat der Entfernung des Faden- 
punktes vom Brennpunkte verhält^ so herrscht Gleich- 
gewicht. Dabei ist die Spannung des Fadens in je- 
dem Punkte umgekehrt dem Perpendikel proportio- 

15 • 
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aiben gleichförmig dicken Faden, dessen Dichtigkeit 
in jedem Punkte sieh umgekehrt wie die Quadratwurzel 
anli dem Abstände des Punktes von einer durch den 
Alifangspunkt der Bewegung gelegten horizontalen Ebene 
verhält *)y so wird der Faden, nachdem zuvor sein 
oberster Punkt fest gemacht worden, unter Einwirkung 
iler Schwerkraft im Gleichgewichte seyn, und seine 
Sjpttnnuilg wird sich fiberall umgekehrt wie seine Dich- 
tigkeit rerhalten. 

%. 302. 

Der Zusammenhang zwischen dem Gleichgewichte 
eines Fadens und der Bewegung eines Körpers, des- 
sen Grund wir im Vorigen durch geometrische Betrach- 
tungen uns verdeutlichten, kann auch sehr einfach mit 
Hülfe der Analysis dargestellt. werden. 

Die Cleichungen für das Gleichgewicht eines Fa- 
dens, wenn auf jedes Element ds desselben die Kraft 
/Vs oder {Xdsj Ydsj Zds) wirkt, und T, die Spannung 
des Elements ist, sind nach §• 280.: 

Dft^egeD sind die Gleiohangen fiit ülie KiewtigdDg eines 
Körpers, auf weljchen die beschleuiagende Kraft Q 
oder {X'y r, Z^ wirkt: 

^=X', etc. oder ^=/rrfiF, et6. 



*) Denn weil bei dieser Yergldchong dt proportional mit qids 
gesetzt wird (yor. §.)» ^nd weil der Faden gleichförmig dick, also 
€ constant seyn soll, so wird o oder die Dichtigkeit proportional mit 
dt : il^ , d. i. umgekehrt niit der Geschwindigkeit 
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wenn v die Geschwindigkeit , =:ds: dt^ bezeichaet« < 

So wie daher beim Gleichgewichte eines Fadens 
die stets nach der Tangente der Fadencnrve gerichtete 
Spannung, wenn man sie nach den drei Coordinäten- 
axen zerlegt, durch die Integrale -^ /Xdsj ^-^fYdä^ 
— f!^ds ausgedrückt wird, so führt bei der Bewegung 
eines Körpers die Zerlegung der Geschwindigkeit, wel- - 
che ihrer Natur nach die tangentiale Richtung der vom 
Körper beschrif^benen Curve hat, zu den drei Integrar 
len: fXdt^ etc. Ist folglich die Fadencurve einerlei 
mit der vom Körper beschriebenen, so ist für einen 
und denselben Punkt der Curve und bei gehöriger Be- 
stimmung der durch die Integration hinzukommenden 
Constanten i 

fXds _ fYd9 _ fZds T 

fX'dt^ / Tdt ~ fZ'dt ~ V • 

Setzen -^la daher noch für jedoD Pnnkt die Ge- 
Bofafimdigkek auf 4er einen der SpMiiung amf der mm 
dern Seite proportional, also ff = tfT, so wird amdi 
fX'dt=: — cfXds^ etc., folglich -X'*=:—cJt€&, eto. 
d. u Jr= -^oXv^ etc. Die Richtungeär von {X^ Y^Z) 
und {Xj F,2% d. i. von iPimd Q, fallen mithw tt 
dieselbe Gerade^ und es ist Q sss •—• ejP«/, also Qiif 
mit /^ und Po öder FT mit Q proporfional. EtMkk 
erhält man durch Elittination von e ans den Gleicbni- 
gen V zsscT wvd Q^ss^^ePv die Proportion: 

Qitf^=—PzT. 

Eben so lässt sieh analytisch aueh der Fall be- 
handeln, wenn die Beweglidikeit des Fadens und fie 
des Körpers aof wie Fläche beschränkt sind, ytns ich 
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aber weiter zu erörtern für überflüssig halte, da der 
bier zu nehmende Gang dem vorigen .ganz ähnlich ist« 

§.303. 

In Bezug auf die Bewegung 6ines Systems von 
Körpern giebt es in der Dynamik einige Sätze,' die nn- 
njittelbar aus den allgemeinen Gleichiingeh der Bewe. 
gung folgen und unter den Namen des Princips.der 
Flächen^ d^es Princips der lebendigen Kräfte 
imd des Princips der kleinsten Wirkung be- 
kannt sind. Diese Sätze können, wenn es sich nur um 
eines Körpers Bewegung handelt, folgendergestalt 
ausgesprochen werden: 

I. Ist die einen Körper beschleunigende Kraft nach 
einem unbeweglichen Punkte oder Centrum gerichtet^ 
80 bewegt sich der Körper in einer das Centrum ent- 
baltenden Ebene, und die vom Centrum bis zum Kör- 
per gezogene Gerade beschreibt der Zeit proportionale 
Flächen, oder, was auf dasselbe hinauskommt: die Ge- 
schwindigkeit verhält sich in jedem Punkte der Bahn 
•umgekehrt wie das Perpendikel, welches vom Centrum 
auf die durch den Punkt an die Bahn gelegte Tan- 
gente gefallt wird. 

IL Ist (JE^ y, Z) die beschleunigende Kraft im 
Punkte (or, y, %), und Xdx + Y(fy + Zdzj d. h. das 
Product aus dem Elemente der Bahn in die nach der 
Richtung des Elements geschätzte beschleunigende Kraft, 
ein vollständiges Differential, so kann mit Hülfe des 
Integrals davon, und wenn man zwei Punkte der Bahn 
kennt, die Differenz der Quadrate der Geschwindigkei- 
ten in diesen Punkten, ohne weitere Kenntniss der 
Bahn selbst, angegeben werden. 

IIL Unter derselben Bedingung, dass Xdjp + 
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ein vollständiges Differential ist^ ist das Integral des 
Produotes aus dem Quadrate der Geschwindigkeit in 
das Differential der Zeit, oder, was dasselbe ausdrückt, 
das Integral des Productes aus der Geschwindigkeit in 
das Differential des Weges, für den wirklich yom 
Körper beschriebenen Weg ein Minimum. 

Letztere zwei Sätze gelten übrigens auch dann, 
wenn die Bewegung - des Körpers auf eine unbeweg- 
liche Fläche beschränkt ist. 

Zufolge des Zusammenhanges, den wir jetzt zwi- 
schen der Bewegung eines Körpers und dem Gleichge- 
wichte eines Fadens kennen gelernt haben, müssen nun 
analoge Sätze aus den allgemeinen Gleichungen für 
das Fadengleiohgewicht herjeleitet werden können, 

§. 304. 

Die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht 
eines frei beweglichen Fadens sind nach §. 282. (2*): 

Ydi+Tel7j + fjdT=0y 
Zds+TdC+^dT = 0, 

^o ^, 17, C die ebendaselbst angegebene Bedeutung 
haben» 

Lassen wir nun zuerst die Kräfte {Xy Y, Z) nach 
einem und demselben Punkte Oy etwa nach dem An- 
fangspunkte der CoordinateUj gerichtet seyn nnd setzen 
daher X: T: Z = a; lyiZy mithin 

so kommt, wenn wir in diesen j drei Gleichungen fiir 
Xy Yy Z ihre Werthe ans den vorhergehenden eubstU 
toiren: 

T{ydi;--zdfi) + (yC— i«y) dTz=, 0, 
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undiKf,» so wie io jedem andern Punkte, den die Cnm] I 
/ mit der des Fadens zufallig gemein hat, für beidi 
Curven gleich gross seyn werden, berechne man for|E 
die Gurve / von M^ bis M^ das Integral fTdM^ s« 
wird dieses, wenn die' Curve die des im Gleichgewichte; 
befindlichen Fadens selbst ist, seinen grössten od«r 
kleinsten Wcrth haben. 

Der Beweis hiervon ist eben so, wie der des en^ 
sprechenden Satzes IIL, durch Variationsrechnung a 
führen. Man lässt nämlich die willkührlich von M^ \m 
M^ gezogene Curve /, ohne dass diese zwei Punto 
ihre Grenzen zu seyn aufhören, sich um ein unendlidi 
Weniges ändern und zeigt nun, dass die daäurch eofc 
stehende Aendcrung öfTih des Integrals dann =:f 
ist, wenn diese Gurve mit der des Fadens zusammen- 
fallt* Die Rechnung steht also. — Zuerst ist: 

(b) SfTds = fi.Tdsy 
und i . Tds = ST. ds + Tdds. 
Wegen (a) aber hat man: 

ax ay a% , 

dV 
und weil ^— = -3l, etc. ist: 

tfT=— XSx— Yäy-^Ziz. 

Ferner ist ds^ = dx'^ + dy"^ + ^*' > und daher 
d^id» = dxSdx + ♦ • . , 

d. i. idß = %Sdx + riidy + tfidx (f. 282.) 

. = %dSx + • • . 
Hiermit wird 

(c) S.Tds=i — Xdidx — ...+ T^dSx + ... 

Ist nun die zu variirende Curve die Fadenoorv^ 
80 ist Xds sss '^ d (T^\ etc. and daher in dieseoiFalltf 
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Hieraus folgt nach {6) durc/h Integration: 
df TdM == TlSa; + T^Sy + TXSx + Const. 
I i^enn man das Integral von Jlf ^ bis M^ erstreckt 
I die Werthe von T?, T7, TT in M, nnAM^ resp. 
'oh A^j Bij C^ und A^^ B^^ C^ bezeichnet: 
^fTdx= A^ 6x2— A, dar, + ...+ C^ dx^ — C, *«,. 

Dieses Aggregat ist aber ==s 0, weil die Punkte 
i und üfs unveränderlich seyn sollen und daher 8x^ 
29 ^yij««« = sind* Mithin ist das Integral fTds^ 
f§n die Grenzen desselben xwei bestimmte Punkte 
r Fadencurve sindy und wenn die Curve^ auf weU 
9 es bexogen wirdy die Fadencurve selbst ist^ ein 
aaimum oder Minimum. 

$.306. 

Eben so, wie das Princip der lebendigen Kräfte 
d das Princip der kleinsten Wirkung nicht bloss für 
len sich frei bewegenden Körper gelten, sondern auch 
DU noch Anwendung leiden, wenn die Bewegung des 
Srpers auf eine gegebene Fläche beschränkt ist, so 
halten die im vor. §• bewiesenen, jenen Principen 
alogen Sätze auch dann noch ihre Gültigkeit, wenn 
r Faden über eine Fläche gespannt ist 

Für den ersten derselben geht dieses unmittelbiar 
raus hervor, dass die Gleichung X(fl?^+«+^7^=0, 
8 welcher er gefolgert wurde, nach $. 285. auch bei 
aem auf einer Fläche beweglichen Faden statt findet. 

Rücksichtlich des zweiten, das Maximum und Mi- 
mum von fTds betreffenden Satzes ist zu bemerken^ 
188 bei seiner Anwendung auf einen über eine Fläche 
»pannten Faden die von einem Punkte A der Faden- 
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cnrve bis zu einem fMidern i9 derselben lieliebig zuzie- 
henden Carven nur solche seyn dürfen, die in derFlä* 
che selbst enthalten sind. Ist nun, wie in §• 284, 
^=0 die Gleichung der Fläche, sind <#, t^, w diepa^ 
tiellen DiiFerenzen yon F nfich ^, y, %^ dividirt durok 
die Quadratwurzel aus der Summe ihrer Quadrat 
und bezeichnet It den Druck der Fläche auf den Fi* 
den, so hat man gegenwärtig in der Gleichung {e) dei 
Torigen §u, wenn die zu variirende Curve^ die Fade» 
curve selbst seyn soll, — Mudi -— d {T%) liir JEa&, ii 
s. w, zu setzen (§• 284'.)« Hierdurch kommen in der, 
Gleichung (d) rechter Hand noch die Glieder Mds (uix 
-^t/Sy + wdx) hinzu, die sich aber gegenseitig aufhe- 
ben, weil die Variation in der Fläche selbst gescheiiei 
soll , und folglich uSa: + vSy + w8x = ist ^f . 28S.)i 
Die Gleichung {d) bleibt daher unverändert, und e» 
wird mithin auch im jetzigen Falle dfTds=i^i d. k. 
unter allen Werthen, die das Integral fTds für die 
verschiedenen auf der Fläche von A bis. B zu zieiüeip 
den Curven erhält, ist der für die Fadencurve selbst 
der grösste oder kleinste. 

Specielle Folgerungen aus diesen Sätzen sind, dasfl) 
wenn auf den über die Fläche gelegten Faden keiitf^ 
auderen Kräfte, als die Spannungen an beiden Enta 
wirken, die Spannung überall gleich gross und die Fir 
dencurve die kürzeste Linie ist, die von dem einen 
Ende zum andern auf der Fläche gezogen werden kanib 
Denn alsdann sind JT, F, Z null, folglich T eonstant 
Hiermit aber wird das Integral fTd» der Länge der 
von einem zum andern Ende gezogenen Curve selbst 
proportionaL 

§. 307. 

Es dürfte nicht überflüssig seyn, uns 900h den 
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Satz, welcher den grSssten oder kleinsten Werth des 
Integrals von Tds betrifft, an einem Beispiele deutlieh 
zu machen. Wir wählen hierzu die Kettenlioie, die 
uns bereits in .§. 305. zur Erläuterung des Gesetzes 
von den Differenzen der Spannungen diente. 

Beziehen wir eine in zwei Punkten ji und B auf- 
gehängte schwere Kette auf ein reehtwinküobes Coor- 
dinatensystem, dessen Axe der jf vertical nach oben 
gerichtet ist, und dessen horizontale Ebene der ar^ » 
die Directrix der von der Kette gebildeten Linie ent- 
hält, so ist in jedem Punkte (^, y, x) dieser Linie die 
Spannung 7^ mit y, also Tds mit yds proportional. 
Sind J^olglich eine horizontale Ebene^ als Ebene der 
^, «, und %wei darüber liegende Punkte A und M 
gegeben^ io ist es unter allen von A bis B xu xie^ 
Aenden Curven die Ketteniinie^ deren Directrix in 
die Ebene fällt ^ för welche das Integral fyd»^ von 
^ bis j9 genommen, d. h. das Product aus der Länge 

{fds) der Curve in den Abstand t /T f ihres 

Schwerpunktes von der Ebene^ seinen grossten oder 
kleinsten fVerth hat* 

Dasselbe ergiebt sich auoh, wie gehörig, durch 
Variation des Integrals von yds. Es ist nämlich 
dfyds = fdsöy + fy {^dSx + ridSy + ?rffo) 
= fdsby + y \$Sx + r^Sy + ^fo) 
— / \d(yt) ix + d[y7iS Sy + rf(yQ Sx]. 
Soll mithin das Integral fyds ein Maximum oder Mi- 
nimum seyn, so hat man nach den bekannten Regeln 

(1).... rf(yg)=0, d(yri) — ds = 0, d{yQ=9 
an setzen. Hieraus fliesst durch Integration: 

(2).... ydx= adsy ydy :=z{b + s)dsy ydx=^cds^ 
folgfich adxzss^edxj welches, von Neuem integrirt, 
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aber weiter zu erortero für überflüssig halte, da der 
bier zu nehmende Gang dem vorigen ^anz ähnlich ist. 

§•303, 

In Bezug auf die Bewegung 6ines Systems von 
Körpern giebt es in der Dynamik einige Sätze,' die no- 
niittelbar aus den allgemeinen Gleichungeh der Bewe- 
gnng folgen und unter den Namen des Princips der 
Fläohen^ d^s Princips der lebendigen Kräfte 
lind des Princips der kleinsten Wirkung be- 
kannt sind. Diese Sätze können, wenn es sich nur um 
oines Körpers Bewegung handelt, folgendergestalt 
ausgesprochen werden: 

I. Ist die einen Körper beschleunigende Kraft nach 
einem unbeweglichen Punkte oder Centrum gerichtet, 
80 bewegt sich der Körper in einer das Centrum ent- 
haltenden Ebene, und die vom Centrum bis zum Kor- 
per gezogene Gerade beschreibt der Zeit proportionale 
Flächen, oder, was auf dasselbe hinauskommt: die Gc- 
«chwindigkeit verhält sich in Jedem Punkte der Bahn 
•umgekehrt wie das Perpendikel, welches vom Centram 
auf die durch den Punkt an die Bahn gelegte Tan- 
gente gefällt wird, 

IL Ist (JE^ y, Z) die beschleunigende Kraft im 
Punkte (or, y, %), und Xdx -f- Ytfy -\- Zdx^ d. b« das 
Product aus dem Elemente der Bahn in die nach der 
Richtung des Elements geschätzte beschleunigende Kraft, 
ein vollständiges Differential, so kann mit Hülfe des 
Integrals davon, und wenn man zwei Punkte der Bahn 
kennt, die Differenz der Quadrate der Geschwindigkei- 
ten in diesen Punkten, ohne weitere Kenntniss der 
Bahn selbst, angegeben werden. 

III« Unter derselben Bedingung, dass Xda^^ 
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ein vollständiges Differential ist^ ist das Integral des 
Produotes aus dem Quadrate der Geschwindigkeit in 
das Differential der Zeit, oder, was dasselbe ausdrückt, 
das Integral des Prodnctes aus der Geschwindigkeit in 
das Differential des Weges, für den wirklich Tom 
Körper beschriebenen Weg ein Minimum« 

Letztere swei Sätze gelten übrigens auch dann, 
wenn die Bewegung des Körpers auf eine unbeweg- 
liche Fläche beschränkt ist« 

Zufolge des Zusammenhanges, den wir jetzt zwi- 
schen der Bewegung eines Körpers und dem Gleicbge- 
wiohte eines Fadens kennen gelernt haben, müssen nun 
analoge Sätze aus den allgemeinen Gleichungen für 
das Fadengleichgewicht heijeleitet werden können« 

§. 304« 

Die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht 
eines frei beweglichen Fadens sind nach §. 282. (2*): 

YdM+Tdn + ridT=% 
Zds + Tdt;+ ldT = 0, 

wo ^, 179 C die ebendaselbst angegebene Bedeutung 
haben» 

Lassen wir nun zuerst die Kräfte (JIT, Y, Z\ nach 
einem und demselben Punkte O^ etwa nach dem An- 
fangspunkte der Coordinaten^ gerichtet seyn und setzen 
daher JE*: YiZ^=-x \y\%^ mithin 

yZ-«Y=:0, «JC— ^Z=0, ^F~yX=0, 

80 kommt, wenn wir in diesen j drei Gleichungen für 
JT, F, Z ihre Werthe ans den Torhergehenden substi- 
toirenz 
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den Integrationen die Constanten fcir einen Tom Sohei- 
tel anfangenden Bogen s beetimmen: 

jy, =r/yA=4(#y+/r). 

Hiermit kann aber nach §• ill. auch jedes andern 
Bpgens Schwerpunkt ohne Mühe gefunden werden. 

■ 

9* Ovo« 

Die Lösung der Aufgabe^ von einem gegebenen Punk- 
te >4 (Fig. 84.) bis zn emem andern gegebenen J^eineCnrve 
2u ziehen, für welche in Bezug auf eine gegebene, mit 
A und B in einer Ebene liegende Gerade CDy als 
Axe der Xy das Integral fydi ein Maximum oder Mi- 
nimum ist, kommt nach vor. f. auf dte Constmotion 
einer Kettenlinie hinaus, welche durcli A uind B g«ht 
und CD zur Oireotrix hat* Am leichtesten lässt sich 
diese Construction in dem besonderen Patte ausfuhren, 
wenn A und B gleichweit von CD entfernt «nd. 

Man denke sich zu dem Ende die Kettenlinie in 
ihrer natürlichen Lage, also die Ebene ABCD vertical, 
und die Gerade CD^ so wie auch AB^ horizontal, und 
letztere Gerade oberhalb der erstem. Durdli den Mit- 
telpunkt E der AB lege man eine Yerticale,' welche 
CD in F treflPe und den Scheitel der zu oonstriurenden 
Kettenlinie enthalten wird» 

Man beschreibe, nun mit einem Parameter von be. 
liebiger Grösse und zu einer wilikührKch gesogenen Ho- 
rizontalen OX,y als Directrix, eine Kettenlinie SN^ S 
sey der Scheitel derselben, und O der unter S lie- 
gende Punkt der Directrix, also OS der Parameter. 
Yon O ziehe man eine Tangente an die Kettenlinie, 
und JV sey der Berührungspunkt» Man kiehe ferner PA 
und lege durch O auf dersdben Sdte von IKSF, auf 
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velbber N liegt^ eine Gerade OP^ welche mit Ü8 ei- 
nen Wiokel SS EFA miMYie* 

lat nim erstens .dieser Winkel kleiner als SOJVy 
80 'Vird tf/^diefetteadinie in zwei Punkten schneiden, 
von denen der. eine Jtf j! zwischen jS» und Ny der andere 
ilf, ausserhalb SJV auf der Seite Ton IV liegt Man 
trage . alsdann voik F nach E zn eine Linie FS^ , die 
flieh zvl FAy YnabOS zn OM^^ Terhält, und ziehe von 
S^ bis A eine dem Bogen jSüf i ähnliche Curve. EU^r- 
nach sind die mit Bögen begrenzten Winkel iSOÜft 
xok^'SiFA Ränder ähnliche Figuren, und weil SM^ 
der Bogen einer Keitenliaie ist, welche S zum Schei- 
tel und OS zum Parameter hat, so wird auch SiA 
der Bogen einer Ejettenlinie, S^ der ScheiteL derseU 
ben und./W| ihr Parameter sejm. Dass dieser Bogen, 
aber S^ hinaus Tcrlängert, durch if gehen wird, ist 
von selbst klar. Auf gleiche Weise erhellet, dass, 
wenn man auf FE von F nach S^ die vierte Propor- 
tionallinie zu OM^y OSy und FA trägt, auch die durch 
1^2 > Als Scheitel, und mit FS^^ als Parameter, zu 
beschreibende KettCniinie den* Punkten A und B 
begegnen wird. . Es giebt demnach im gegenwärtigen 
Falle zwei Kettenlinien, welche durch A und fi gehen 
und CD zur Directrix haben, 

Ist zweitirae^ der r Winkel EFA dem SON gleid^ 
80 fällt die Gerade OP mit der Tangente, also die 
Punkte M^ und M^ mit N^ zusammen, und es giebt 
iinr eine die Bedingung der Aufgabe erfüllende Ket- 
tenlinie, deren Parameter die yierte Proportionale zu 
ONy OS und FA ist. 

Findet sich aber drittens EFA grösser als SON^ 
80 wird die Kettenlinie SN von OP in keinem Punkte 



getroffen,, und .^ Lösung der^n^ahe ist unmS^Koht 
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(3) ax=sex+c^ 

giebt Addirt man ferner die Quadrate der 3 Gld- 
ohungeii (2)'', so kommt die endliehe Gleiehung 

oder einfacher, Trenn man a^ +i^ +e^ ={f^ setzt und 
den Bogen # von dem Punkte an rechnet , in welchem 
die Tangente horiaontal, also dy ids=0 ist: ^ 

(4) y •=/*+#». 

Man mnltiplidre nooh die 3 Gleichungen (1) resp. 
mit 3« r^ > «nd addire sie, so findet sich, weil V +^1^ 
4^.' = 1 ud iJ? + ^*j + u/?=0 ist: 

tfy = r,dsy 
d. i. eine idestfscbe Gleichuig. Ton den 3 Gleichon- 
gen (I) ist daher jede eine Folge der beiden übrigen, 
und es können mithin irgend zwei Ton einander unab- 
hängige ans (i) fliessende Gleichangm die Stelle dieser 
drei vertreten und als das Resultat der Rechnung an- 
gesehen werden. 3Ian wähle nun (3) und (4) zu sol- 
chen zwei Gleichungen. Die erstere derselben giebt zu 
erkennen, dass die gesuchte Curre in einer auf der 
Ebene der Xy z normalen, also in einer Terticalen, Ebene 
enthalten sejn muss. Biermit in Verbindung zeigt die 
letztere Gleichung (4) an, dass die Curve eine Ketten- 
linie isty deren Üirectrix in der horizontalen Ebene der 
X, z liegt ff. 290. 6.). 

3Ian gewahrt leicht, wie aus dw hiermit bewiese- 
Eigenschaft der Kettenlinie der bekannte Satz, 
der Mebwerpunkt einer mit ihren Endpunkten be- 
fMigtett Kette am tiefsten liegt, wenn sie, frei hän- 
^Btmif im Gleichgewichte ist, als specielle Folgerung 
lliBFgeleitet werden kann. Denn für dieselbe Ciirye, für 
wnhrhft unter allen von ^ bis ^ gezogenen Curven das 
Büegrai /yds ein Maximum oder Minimum ist, muss 
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tenlinie geführt werden soll, nioht in einer Horizontalm 
liegen, wollen wir nnr noch die Maxima und Mkima 
näher betrachten, welche die so eben conatruirten zwei 
Kettenlinien unter der einfachen Annähme damteüen, 
dasB alle von ^ bis B zu ziehenden Cnrven gleichfidls 
Kettenlinien in ihrer natürlichen L^age sind^ d» h. Ket- 
tenlinien, deren Scheitel sämmtlich in derYertioalenJS?/*, 
und in deren Verlängerung über F hinaus, liegen. 

Tritt . nun , dieses yorausgeftefzt, der erste jener 
drei Fälle ein , und können daher ton A bis B zwei 
yerschiedene Kettealinien JtS^B und AS2B gezogen 
werden, welche CD zvat Directrix haben, so wird un- 
ter allen von A bis B möglichen Kettenlinien die eine 
jener beiden es seyn, für welche das Integral fydsevi 
Maximum, und die andere, für welche es ein Minimum 
ist, indem soni^t, . wenn für jede von beiden Linien das 
Integral ein Masdmum (Minimum) wäre, zwischen jSf^ 
und S2 noch der Scheitel einer dritten Kettenlinie lie- 
gen müsste, für' welche das Integral einen kleinsten 
(grössten) Werth hätte, also einer dritten, deren Di- 
rectrix gleichfalls C/l wäre; diese dritte ist aber nicht ^^ 
möglich, weil die Gerade 0/* die Kettenlinie SNin^ 
nicht mehr, als zwei Punkten, schneiden kann. 

Es ist ferner leicht einzusehen, dass jenes Integral, 
oder das ihm gleiche Product aus der Länge der Ket- 
tenlinie in den Abstand ihres Schwerpunktes von CD^ 
für die tiefer hängende Kettenlinie AS^B ein Maxi- 
mum, und mithin für die höhere AS^B ein Minimum 
ist. Denn je tiefer der Scheitel einer von A bis ^ge- 
henden Kettenlinie liegt, desto tiefer, und dieses ohne 
angebbare Grenze, liegt offenbar auch der Schwerpunkt 
derselben. Bei einem genugsam tief unter CD liegen- 
den Sdieitel S wurd daher der Sdiwerpunkt in CD 
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Mibat fidlen, und mitläi jenes Prodnot =±= sejo« LdUst 
flHtt nun diese KettenliDie in CManken immer körser 
werden, so steigen ihr Scheitel S und ihr Schwerpunkt, 
Iststever von Clf an , in die Höhe; '^das Prodnel mass 
Ailglioh positir werden, 'also wachsen, und, wenn S 
bis iSf, gekommen- ist, seinen grössten Werth errei- 
chen. — Steigt iSi ttodi höher, so nimmt das Prodnct 
wieder Ab, wird, wenn jSi mit S^ msammenfilllt, ein 
Minimnm , und wächst daher Ton'Nenem, welm S von 
^1 bis JE zu steigen fortföhrt 

Fallen Si und ^2 zusammen, und giebt es mit- 
hin nur eine durch jl und B zu legende Kettenlinie, 
welche von CD um ihren Parameter absteht, so folgt 
auf die Zunahme des Products, wenn der Scheitel iS 
von./* bis ;iSi2 räekt, unmittelbar die weitere Zunahme 
bei der Bewegung des Scheitels von JS^ bis i?, und 
das Maximum und Minimum fallen daher weg. 

Auf gleiche Art endlich wächst dasProduct fortwäh- 
rend, wenn A und B der CD so nahe liegea , dass auch 
Jene eine Kettenlinie nicht mehr constmirt werden kann« 



Achtes Kapitel. 

Vom Gleichgewichte an elastischen 

Fäden« 

§. 310. 

Wie gleich am Anfange dieses Werkes erinnert 
worden, giebt es in der Natur keinen Korper, dessen 
Theilchen voUkammen fest mit einander verbunden wä. 
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urelöher N liegt ^ eine Gerade OP^ welobe mit OS ei- 
nen Winkelst EPA mache. 

Ist nun eisten» .dieser Winkel kleiner als SOIff 
80 wird OP die :Kettenli»ie in zwei Punkten scbndden, 
Ton denen der eine M^ zwisohen jSi und Ny der andere 
Jü^ ausserhalb SJÜ" auf der Seite Ton N liegt Man 
trage alsdann to^ F nach E zu eine Linie FSt y die 
sich zu FAy wie OS xu OM^j Tcrhält, und ziehe ¥on 
Si bis A eine dem Bogen SMi ähnliche Curve« Hier- 
nadi sind die mit Bögen begrenzten Winkel iS>0Jlfi 
\md.''SiFA Ränder ähnliehe Figuren, und weil SJU^ 
der Bog«n einer Kjettenlinie ist, welche jSi zum Schei- 
tel und OS zum Parameter hat, so wird audi S^A 
der Bogen einer Euettenlinie, S^ der Scheitel dersel- 
ben uuA FS i ihr Parameter sejm. Dass dieser Bogen, 
über S^ hinaus verlängert, durch ^ gehen wird, ist 
von selbst klar. Auf gleiche Weise erhellet, dass, 
wenn man auf FE tou F nach jS^^ die vierte Propor- 
tionallinie zu OM^y OSy und FA trägt, auch die durch 
jSi2, als Scheitel, und mit FS 2 9 als Parameter, zu 
beschreibende Kettenlinio den Punkten A und B 
begegnen wird. Es giebt demnach im gegenwärtigen 
Falle zwei Kettenlinien, welcbe durch A und B gehen 
und CD zur Directrix haben. 

Ist zweitenGT d«r r Winkel EFA dem SOJV gleid^ 
80 ffiUt die Ger:ade OP mit der Tangente , also die 
Punkte JH^ und SI2 mit iV, zusammen, und es giebt 

* ■ 

nur eine die Bedingung der Aufgabe erfüllende Ket- 
tenlinie, deren Parameter die vierte Proportionale zu ^ 
OJVy OS und FA ist. 

Findet sich aber drittens EFA grösser als SOJVy 
so wird die Kettenlinie SJV von OP üi kemem Punkte 
getroffen ,. aad i&t LSsnng der-An^abe ist 

'i6* 
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Dio Richtigkeit dieser SoUiisse beruht darauf) dass 
xdie Kettenlinie zudem Corven gehört^ welche niir einen 
Parameter haben, nnd dass daher alle Kettenlinien 
einander ähnlich sind. Eben deswegen mnss aaoh dw 
Winicel jS^^iV, auf welchen es hier besonders ankommt, 
einen für alle Kettenlinien oonstanten Weräi haben» 
Cm ihn numerisch zu bestimmen , erinnere man sieh, 
dass p oder die trigonometrische Tangente des Win- 
kels^ den eine an den Endpunkt {x^ y) des Bogens j 
gelegte Berührende mit der Aze der x macht, = h 
ist (§• 288. )• Geht diese Berührende zugldLoh dmrch 
den Anfangspunkt O der Coordinaten, wie OlVj «o ist 
auch p^=yt x^ und man hat daher fiir den Punkt N 
die Gleichung: y:=sihxsj oder wenn man y und s durch 
X ausdrückt {%. 289. und §.290. b.)i 

J^ + e-^=:Axie^^e^^), 
und wenn man Axssu setzt: 

oder log (ü+i) — log {u— 1) = 2fi* 
Hieraus aber findet sich •• • • fi = 1,19069, 

u — u 

fang XON = As = ^—^ — =1,5088 = tang56« 28^, 

also SOJV= 33<> 32'. Man kann daher durch A und 
B entweder zwei, oder nur eine, oder keine Kettenli- 
nie legen , ^welche CD zur Directrix hat, nachdem der 
Winkel EFA<j = oder >33^ 32^, oder, was das- 
selbe ausdrückt, jenachdem FEy d. i« der Abstand der 
Horizontalen AB von der Directrix^ >>, = oder <C 
0,7544 AB (z=i\. 1,5088 ^A) ist. 

§.309. 
Ohne die Untersuchung auf den Fall auszudehnen, 
wenn die zwei Punkte A und B^ durch welche die Ket- 
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wird 5 ^ eine posttfre Grösse ist Alsdann müssen ian 
A die Kräfte P nnd ^of , nnd an ]$ die Kräfte Q, nnd 
— ^;r einander das Gleiohgewieht halten. Die Kräfte 
jP nnd (l müssen folglieh eben so, als wenn die ge- 
genseitige Entfernung der Punkte unTeränderlich wäre, 
einander gleich nnd direet entgegengesetzt sejn. Das 
Inorement x aber findet isich s= — JPi e:=s Qte^ ist 
also desto grösser, je grösser die Kräfte P und Q 
sind, nnd ist entweder ein wirkliches Inorement, od^r 
eine Verkürzung der Linie JlBy nachdem P negativ 
oder positiv ist, d. h. nachdem die Kräfte P und Q 
die Punkte A nnd B von einander zu entfernen, oder 
einander zu nähern streben. 

Seyen ferner Ap Bj C drei in einer Geraden, B 
zwischen A und Cy liegende Punkte, von denen je zwei, 
elastisch mit einander verbunden sind. Auf sie wirken 
nach Richtungen, die mit derselben Geraden zusam« 
menfaUen , die sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte 
jP, ^, B. Die dadurch bewirkten Incrömente der Ab- 
stände ABy BC und AC seyen x^ y nnd %^ =x+yy 
weil die Punkte in der anfönglichen Geraden bleiben. 
Die diesen Incrementen proportionalen elastischen Kräfte 
setze man ==/xy gjfy Axy so daiss auf A nnd B nach 
der Richtung AB die Kräfte /x und — ^ wirken, 
n. s. w. Hiernach hat man für das Gleichgemchf an 
Ay B und C resp. die Gleichungen: 

P+fx+Ax=0, e— yä?+gy=0, Ä-gy— Ä»=0, 

oder, weil x=ix+y ist: 

P+(/+A)x+iy=0, e-A+gy=0, Ä-/br-(^+Ä)y=a^ 

Hieraus folgt zuerst die schon bekannte Bedingungs- 
gleichung fiir das Gleichgewicht des ganzen Systems: 

P+Q + B^Oy 
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Mibat fidlen, und mithm jenes Prodnot 3= seyn. LiMt 
am ann diese KettenliDie in Ctodaxiken immer küncf 
werden 9 so steigen ihr Scheitel S mA ihr Scbwerpukt, 
ktsterar von Clf an , in die Hdhe; '^as Prodael mw» 
Ailglioh positir werden 9.' also wachsen, nnd, wenn jSf 
bis jSij gekommen ist, seinen grössten Werth errei- 
chen. — Steigt iSi nodi höher, so nimmt das Prodoot 
wieder ab, wird, wenn jSi mit iSf^ msammenfÜUt, eis 
Mioimom, und wächst daher von' Nenem, wetin S von 
Sg bis JE zu steigen fortföhrt. 

Fallen S^ und ^2 zusammen, und giebt es mit- 
hin nur eine dnrch ji und B zu legende Kettenlinie, 
welche von CD um ihren Parameter absteht, so frigt 
auf die Zunahme des Products, wenn der Seheitel & 
von^F bis 1S12 rückt, unmittelbar die weitere Zunahme 
bei der Bewegung des Scheitels yon S^ bis i?, und 
das Maximum und Minimum fallen daher weg. 

Auf gleiche Art endlich wächst dasProduct fortwäh- 
rend, wenn J[ und B der CD so nahe liegen, dass auch 
jene eine Kettenlinie nicht melur constmirt werden kann« 



Achtes Kapitel. 

Tom Gleichgewichte an elastischen 

Fäden« 

§. 310. 

Wie gleich am Anfange dieses Werkes erinnert 
worden, giebt es in der Natur keinen Körper, dessen 
Theilchen vollkammen fest mit einander verbunden wä* 
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gang des Gleiebgewichts hMeitm taäseli'^ '\(^^IclMl* aM- 
driiokt, dass die Somlne d^ angebrachtenf KlMe null 
ist. Die #»—1 übrigen davon' 4&Yi'abbängi^n ^leichnn^ 
gen enthaltifen' nächst jenen' äMiaern Kräften noch die 
'elastischen Kräfte und damit die den letztem propor- 
tionalen AeuderuDgen der Entfernungen der Punkte« Di| 
nun bei einem Systeme von n Punkten in einer Gera^ 
den aus ^*-l solchen Aenderungen, welche von ein- 
ander unabhängig sind, alle übrigen gefunden werden 
können, eo wird man mittelst j6n er n — 1 Gleichungen 
alle in dem Systeme vorkommenden Aenderudgetai, und 
damit ;die elastischen Kräfte selbst odw die Pressun- 
gen berechnen können» 

Sind die W Punkte und die auf sie wirkenden äus- 
seren Kräfte in einer und dcri^elben Ebene begriffen, 
80 hat man für das Gleichgewicht jedes Punktes zwei 
Gleichungen, also zusammen UM Crleichuugen. Hieraus 
müssen sich nach Elimination der elaätischiDn Kräfte 
die 3 bekannten Gleichungen für das Gleichgewicht ei- 
nes Systems von Punkten in einer Ebene ergeben. Es 
bleiben daher 2n — 3 davon unabhängige Gleichungen 
übrig, welche die elastischen Kräfte, d, u den Abstands- 
ändemngen der Ponkte proportionale Grössen enthal- 
ten. Mithin lasset sich auch hier alle diese AiBuderun« 
gen und damit die elastischen Kräfte oder Pressungen 
bestimmen, da bei* einem Systeme von n Punkten in 
einer Ebene die Anzahl der von einander unabhängi- 
gen Entfernungen, also anch ihrer Aendernngen, aus 
denen sich alle übrigen herleiten lassen, gleichfalls 
= 2»— 3 ist. r 

Bei einem Systeme von Kräften, welc/he tof n 
Punkte im Räume ^ wirken , hat man zunächst 3 Glei- 
dinngen für das Gleichgewicht jedes Punktes, also im 



SM Zniiter TML Aditoi K^ifM. 

mOnk fidlen, und mitlAi >iiet Prodnot =±=0 seyn. LiiMt 
OMB nun diese KettenliDie in CManken immer küner 
werden, so steigen ihr Scheitel S mA ihr Scbwerpukt, 
Iststerar von CD an , in die Hdhe; >dss Product mosB 
Ailglioh positir werden, aho wachsen, und, wenn S 
bis jSij gekommen ist, seinen grössten Werth errei- 
chen. — Steigt S nodi höher, so nimmt das Prodoot 
wieder ab, wird, wenn S mit S^ msammenfl&Ilt, eis 
Mioimnm , and wächst daher Ton'^Nenem, weiin S von 
^1 Ins JE zu steigen fortföhrt. 

Fallen Si und ^2 zusammen, nnd giebt es mit- 
hin nur eine durch jl und B zu legende Kettenlinie, 
welche von CD um ihren Parameter absteht, so firfgt 
auf die Zunahme des Products, wenn der Scheitel li 
von./* bis ^2 räokt, unmittelbar die weitere Zunahme 
bei der Bewegung des Scheitels yon Ä^ bis JE^ und 
das Maximum nnd Minimum fallen daher weg. 

Auf gleiche Art endlich wächst dasProduct fortwäh- 
rend, wenn Jt und B der CD so nahe liegen , dass auch 
Jene eine Kettenlinie nicht melur constmirt werden kann« 
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Tom Gleichgewichte an elastischen 

Fäden« 

§. 310. 

Wie gleioh am Anfange dieses Werkes erinnert 
worden, giebt es in der Natur keinen Körper, dessen 
Theilchen vollkommen fest mit einander verbunden w& 
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Kräfte einander gleich und direct entgegengesetet seyn« 
Die Incremente der einzelnen Abstände aber werden: 

P P P 

g 
folglich die Läogenzunahme der ganzen Reihe 

Nehmen wir sämmtliche Abstände AB^ BC^... 
gleich gross an und setzen auch alle die constan- 
ten y*, g^ A,.«« einander glejcl^ 9 sq ist, wenn .^ die 
Zahl der Abstände, und daher n.AB die anfängliche 
Liänge der Reihe ausdrückt , das Wacbsthum ihrer 
Länge = — nP if= nQ : gy also der . iM^fönglichen 
Länge und den äusseren Kräften, welche am Anfang 
und Ende angebracht sind;,-pn>p<^onal. , 

Gleichgewicht an einem elastisch debnbareiil^aden« 

f 313. ' , 

Je kleiner man bei der eben betraehteten Reihe 
elastisch yerbundener Punkte die einander gleichen Ab« 
stände derselben werden lässt, desto mehr nähert man 
sich dem Begriffe eines gleichförmig dichten und seiner 
Länge nach gleichförmig elastischen Fadens. Wenn 
demnach ein solcher Faden eineLänge=lhat, und von 
zwei an seinen Enden angebrachten Kräften, deren jede 
=1, um eine Länge =i& ausgedehnt wird, so wird, zufolge 
des vorhin von derReiheErwiesenen, ein Faden von dersel- 
ben physischen Beschaffenheit und von einer Länge 
sssa durch zwei ihn spannende Kräfte, deren jede =3 jP 
ist, eine Längenzunahme = aPE erhalten, und man 
ersieht zugleich, dass, indem auf diese Weise die an- 
föngliche Länge des Fadens a sich in m (l-^Pi?) vev- 
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maii «oh al9 ein Aggregat tob pbyaiMhen einaDto 
miendlidi nahe liegenden Punkten yorstellen, von de- 
nen jeder mit jedem der übrigen, oder doch mit alieo 
nm ihn hemm bi« auf eine gewisse Entfeniiing fiegen- 
äen, auf die eben besagte Weise elastiisoh yerbnndmi 
ist. Wiricen nun auf ein solches System äussere Krifte, 
nnd sind diese, nachdem sich die ursprünglichen Ent- 
fernungen der Punkte von einander dem Gesetse der 
Elastioität gemäss geändert haben, im Gleichgewichte, 
so müssen eben so, wie bei dem vorigen Systeme Von nur 
xwei Punkten, an jedem Punkte besonders die äusse- 
ren Kräfte den elastischen das Gleichgewicht halten. 

Yen de^ Function, welche die elastische Kraft fmi 
einer Aenderung =;r des Abstandes zweier elastisdi 
yerbundener Punkte ist, lässt sich im Allgemeinen nur 
soviel bestimmen, dass sie fiir ;r = ebenfalls null 
seyn und mit a: gleichzeitig das Zeichen wechseln muss« 
Die einfachste Hypothese, die wir hinsichtlich dieser 
Function machen können, ist daher, dass wir sie der 
Aenderung or einfach proportional setzen. Auch stimmt 
diese Annahme, so lange ;r nur klein ist, sehr wohl mit 
der Erfahrung fiberein. Wie übrigens diese Function 
Ton der anfänglichen Entfernung der beiden Punkte 
selbst mit abl^ängt, lassen wir unentschieden. 

Seyen nun A, und B die beiden Punkte; auf A 
wirke die Kraft P, auf B die Kraft 0, und halte die 
eine der andern das Gleichgewicht. Die Entfernung 
AB erhalte dadurch das Increment ^, und die damit 
erzeugten auf A und B in AB wirkenden elastischen 
Kräfte seyen resp. e^ und -^ex^ wobei, wenn die 
Richtung von A nach B fiir die positive genommen 
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Ist ferner da die ursprüngliche Länge 4^b fi(einents 
dsy SO hat man 



rfa= ^ 



- - 



woraus sich mit Hülfe des ^ aus den vorigen Gleichun- 
gen sich ergebeuden Werthes Ton T diq.,du)Poi)i die 
Kräfte .bewirkte Ausdehnung .#^a des gaaziyi. Fadens 
oder irgend eines Theils desselbeu bereoWei^ ^sst«- 
Man kann in dieser Hinsicht bemerken, dass, wenn 

• dx dti di^ 

man vorige drei Gleichungen resp, mit '-j y -^^ ^ 
multiplicirt und hierauf addirt^ ..die Gleichung 

hervorgeht (§. 283. a.). Hieirm T und dT durch das 
'Verhältniss 4m : dts und dessen DiflPerential ausgedrückt 
kommt 

Xdx ^Ydy^^ ZdxJt ^ rf(^,) =0, 

einte Formel ^ wodurch' sich die Ausdehnung deä Fadens 
nnmittetbar bestimmen lässt* 

Lassen wir, um die Theorie des vorhergehenden 
t§« durch ein Beispiel zu erläutern, die Schwerkraft g 
es aejB, welche auf den Faden wirkt, so ist der Fa-. 
den, wie im Früheren die unelastische Kettenlinie, in 
einer verticalen Ebene enthalten, und es sind, wenn 
diese ^ur Ebene der ^, y genommen wird, bloss die 
Bwei -ersten der drei Hauptgleichungen zu 4)erücksichti« 
gen. Hierin werden, wenn man die Axe der y verti- 
kal , nadi eben m positiv, seyn lässt: X=^0 und 

# 

y=: — g^ imd die zwei Gleiehungen selbst reduciren 
sich damit au^: 



I 
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ond sodann die Werthe der laereineiitet 

Indem man also nächst den Kräften jP^ ^, 72 noch 
die Grössen/*, g^ h^ welche die. Stärke der Elastidtit 
für die Linien AB^ BC^ AC ausdrücken, als gegebra 
Toransaetzt, kann man die Aenderungen x^ y, % dieser 
Linien nnd damit zugleich die Pressungen fßQ^ gy, hx 
derselben einsein berechnen. 

Man bemerke hierbei, dass diese drei Pressungen 
unbestimmt geblieben seyn würden, wenn man die Punkte 
A^ .By C fest, nicht elastisch mit einander verbunden, 
angenommen hätte, indem zur Bestimmung der gegen- 
seitigen Lage dreier Punkte jly B, C vel einer Gerii^ 
den schon zwei Abstände, wie AB und BC^ hianN- 
ohen, der dritte AC aber überflüssig ist. 

Auf ähnliche Weise yerbält es sich auch bei jedem 
andern Systeme mit einander Tcrbundener Punkte, wenn 
die Anzahl der Verbindungslinien m^hr als hinreichend 
ist, um die gegenseitige Lage der Punkte zu bestim- 
men. So lange man diese Linien von unveränderlicher 
Länge annimmt, bleiben ihre Pressungen zum Theil 
unbestimmt; sie lassen sich aber insgesammt einzeln 
angeben, wenn man die Linien elastisch veränderlich 

setzt 

So hat man für das Gleichgewicht zwischen Kräf- 
ten, welche an n in einer Geraden liegende und ela- 
stisch mit einander verbundene Punkte angebracht 
sind, und deren Richtungen in dieselbe Gerade fallen, 
n Gleichungen, für jeden der n Punkte nämlich eine. 
AAs diesen f> Gleichungen wird sich zuerst die Bedin- 
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(6) Aa? + *'= — log lang ii//, Ay + k=s—, , 

woraus, wie ia §• 289.; 

2(^y + >&) = €^*''+* + i^^ -* , also 

(^) 2>iy = ^*" +€.-** +e(^**-^-**)_2y& 
folgt* Ferner fliesst aus {by. 

. ootgv/ = 4(ootgii//— taDgJ-i//) = i(<?**— 1?^**), 
wenn man bloss das von i freie Glied beibehält. 8ub-> 
stituirt man nun £esen Werth von cotgt^ in (a) und 
setzt die damit hervorgehenden Wertbe von i und k 
in {c)y so findet sich » 

2>4y = /* ^e^^ ^kAE{e^ —e^^)\ 
als Gleichung der elastischen Kettenlinie. 

Was hierbei noch die Ausdehnung des Fadens an- 
langt, so ist unter derselben Annahme , dass die höhe- 
ren Potenzen von Es vernachlässigt werden können^ und 
znf9lge des obigen Werthes von T: 

i+ET dx 

= </# — AEhyd8=zds'^Egyd$j 
weil Aydx = ds (§• 290. c.) und Ah =s g. 
Die Ausdehnung des Bogens a ist daher 

# — <y = Egfyd$. 
Hiernach, und weil C/ye/j) : $ = dem Abstände de8 
Schwerpunktes des Bogens # von der Directrisc^ ist d|e 
Ausdehnung eines Bogend seiner Länge und dem Ab- 
stände seines Schwerpunkts von der Direotrix propor- 
tional« 

§. 315. 

In dem besondern Falle, wenn von dem elastisch 
dehnbaren Faden nur das eine Ende B befestigt ist, 
das andere A aber frei herabhängt, und daher derFa- 
M. i7 
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wanddlti . taiiie anf&Dgliohe Dichtigkeit sich in demY«- 
hältniw i+'PJSii yermindeiin muss. 

Mit Ilülfe dieser Principien köDüen wir jetzt Iricht 
das Gleichgewicht eines elastisch dehabaren Fadens ia 
Untersuchung nehmen, wenn nicht bhm an seinem An- 
fang und End^9 sondern i^uch in allen seinen übrigea 
Punkten {Xy y/ x) äussmre Kräfte {X^ Ty Z) thätig 
eind. 4st 'üftmÜch beim ZnatandedesGrleichgewichts f 
a^ Dilshtigkeit des Fädendeiiients dsy nithin gds seine 
Mbtsseyttnd bezeichnet 7 die Spannung -des Elements, 
so hat mati für das Gleichgewicht desselben ^ mag es 
elastisch seyn', oder nicht, die drei Gleichungen (§. 288. 
imd i. 388.): 

XQih + di^T^^z^O, ib B.w. 

l^ter d^ Voraussetzung nun, dass der Faden vor 
Einwirkung der ti^räjfte eine gleichförmige Dichtigkeit 
=s 1 gehabt habe und seiner Länge nach eine gleich- 
förmige durch JE bestimmte Elasticität besitze» ist die 
nachherlge Dichtigkeit des Elements ds, z=t: [i+JET), 
und die drei Gleichungen fiir das Gleichgewicht werden 
damit: 

Xds + ii+ET)d(T^y=:0, 
Td» + ii + ßT)d{T^ =0, 

Zd» +ii + ET) diTp\ =0, 

aus denen ^ wenn X^ F, ^ . als Functionen von jr, y, 
X gegeben sind, durch. Elimination vpn JJ and du^ 
Integratipn die zwei Gleichungen für die Fadencorfc 
gefiii^dea wfrden k(inne%^ : .. 
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kehlet der jedesmal angehängten Masse, yermelfft Um 
die halbe Masse des Fadens, proportional. 

GUichgewicht an einem elastisch biegsamen Faden« 

§. 316. 

Die Kraft der Elasticität kann sieh an einem Fa- 
den ausserdem, dass sie die Ausdehnung desselben za 
Terhindern strebt, aueh dadurch äussern, dass sie der 
Biegung des Fadens, d. i. den Kräften, ii^elche seine 
ursprüngliche Krümmung zu ändern suchen, sich wider- 
setzt. Um auc\i diese Aeusserung der Elasticität %u 
untersuchen und dabei auf das Einfachste zu Werke zu 
geheb, wollen wir die erstere Art Ton Elasticität jetzt 
unwirksam sejn lassen, also die Elemente des Fadena 
Ton unveränderlicher Läng« setzen und für die anfftni^ 
liehe Form des' Fadens eine Gerade annehmen. 

Sind demnach AB und BC (Fig. 8^.) zwei nächste 
folgende Elemente des Fadens, so sollen sich, sobald 
BC nicht mehi; die geradlinige Fortsetzung von jlB 
ist, sondern mit jiB einen Winkel macht, elastische 
Kräfte erzeugen, welche die anfangliche geradlinige 
Lage wieder herzustellen streben. Diese elastischen 
Kräfte werden ohne Wirkung seyn, sobald man irgend 
zwei Punkte J9 und E des einen und andern Schenkels 
in ihrer jetzigen Lage durch eine Linie DJS von unver- 
änderlicher Länge mit einander verbindet; sie werden 
daher mit den Spannungen dieser Linie in ß und JS 
das Gleichgewicht halten und folglich als zwei einander 
gleiche Kräfte anzusehen seyn, welche auf zwei belie- 
bige Punkte /> und E der Schenkel nach direct entge- 
gengesetzten iUehtungeü wirken. 

Die Elasticität des Winkels JBC wird hiernach 

17* 
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Gleichungen fiir das Gleichgewicht an einem elastisch 
biegsamen Faden herzuleiten. Ist nämlich ein solcher, 
der ursprünglich geradlinig war, durch äussere Kräfte 
SU derCttrve^.../jKXil/iV (Fig.86.) gebogen worden, 
80 können wir uns das Streben je zweier nächstfolgen- 
den Elemente desselben, wie IK und JO>, sich gerade 
linig neben einander zu legen, durch zwei einander 
gleiche Kräfte hervorgebracht denken, welche auf zwei 
beliebige Punkte der Elemente selbst, etwa abf I und 
Zr, nach den direct entgegengesetzten Richtungen Itl 
und IL wirken» Indem wir daher solche Paare von 
Kräften für die Elasticität der von fe zwei nächstfol- 
genden Elementen gebildeten Winkel substituiren, ha^ 
ben wir es wiederum mit einem vollkommen biegsamen 
Faden zu thun^ auf dessen Elemente ausser den äus- 
seren Kräften noch andere durch die Elastix^ität be- 
stimmte Kräfte, gleich den äussern, wirken, und wir 
können nun die im Obigen für das Gleichgewicht zwi- 
schen bloss äussern Kräften erhaltenen Gleichungen 
auch auf den gegenwärtigen Fall anwenden. 

Am geeignetsten hierzu sind die in §. 281* b. ge- 
gebenen Momentengleichungen. Sind nämlich, wie wir 
fürs E^rste annehmen wollen, der Faden und die auf 
ihn wirkenden äussern Kräfte in einer und derselben 
Ebene enthalten, so hat man nur auszudrücken^ dass 
das Moment aller auf den Faden von seinem Anfange 
A bis 2u irgend einem andern Punkte M desselben 
wirkenden Kräfte in Bezug auf letztern Punkt null ist." 
Es ist aber dieses Moment, wenn zur Ebene des Fa- 
dens die der x^ y genommen wird, wenn auf jedes sei- 
ner Elemente d* die äussere Kraft {Xdsy Yds) wirkt, 
und wenn ;r, y die Coordinaten von JU sind^ 

= fdyfXds - SdxfYd$. 
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(6) Ar + »= — logtangiV', ^y + ^ = ^^, 

woraus, wie in §• 289.: 

2(Ay + ^) = ö * +^"" ""* , algo 

(c) Uy = e^ + e"^ + i {e^ —e'^^) -2k 
folgt. Ferner fiiesst aus {b)i 

, ootgv/ = 4(cotgii//— tang^V') = |(^** — 1?*^**), 
wenn man bloss das von i freie Glied beibehält 8ab- 
stituirt man nun diesen Werth von cotgt^ in (a) und 
setzt die damit hervorgehenden Werthe von i und k 
in {c)j so findet sich * 

als Gleichung der elastischen Kettenlinie. 

Was hierbei noch die Ausdehjuing des Fadens an- 
langt, so ist unter derselben Annahme, dass die höhe- 
ren Potenzen von E vernachlässigt werden können, und 
zufolge des obigen Werthes von T: 

1 + ET dx 

= d$ — AEhyds z=z d9 'nr Egyd9 ^ 
weil ^<&p = </#(§• 290. c.) und Ah^^g. 
Die Auftdehnung des Bogens a ist daher 

9'^a^=zEgfyds. 
Hiernach, und weil {fydd) i # = dem Abstände des 
Sohwerpunktes des Bogens # von der Directrix, ist die 
Ausdehnung eines Bogen« seiner Länge und dem Ab- 
stände seines Sdiwerpunkts von der Direotrix propor- 
tional. 

§. 315. 

In dem besondern Falle, wenn von dem elastisch 
dehnbaren Faden nur das eine Ende B befestigt ist, 
das andere A aber frei herabhängt, und daher derFa- 
n. 17 
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den selbst eine Yerticale bildet, ist die Spannang in 
jedem Punkte P des Fadens dem Gewichte des unter 
P befindlichen Theiles jiP gleich. Setzen wir daher 
jiP=Sy und die ursprüngliche Länge von AP^^a^ 
80 haben wir T=go und 

dsz=:{i+ET)da = (1 + Ega)day 
und wenn wir von A bis P integriren: 

4 = iJ + ^EgiJ^, 

wo ö und 9 auch die ursprüngliche und nachherige 

• _ 

Länge des ganzen Fadens AB bedeuten können. 

Ist an dem herabhängenden Ende A ein Gewicht 
befestigt, dessen Masse =ilf, so ist T=^ (Jf+<^)) 
und es findet sich damit auf gleiche Weise 

' 9 = a + Ega{M'{'^a). 

Hierauf gründet sich eine von John HerscheP) 
vorgeschlagene Methode, um das Terhältniss, in wel- 
chem die Schwerkraft auf der Oberfläche der Erde 
vom Aequator nach den Polen zunimmt> statt durch di^ 
bisherigen PeudelbeobachtuDgen, auf statischem Wege 
mit Hülfe eines ausdehnbaren Fadens oder einer 
seine Stelle^ vertretenden schraubenförmig gewunde- 
nen Feder zu messen. Durch kleine versuchsweise 
zu bestimmmende Zusätze oder Verminderungen der 
Masse M^ welche an dem Faden, dessen ursprüngliche 
Länge = o ist, angehängt wird, snobt man es nämlich 
zu bewirken, dass bei der von einem Orte zum andern 
sich nicht ganz gleich bleibenden Schwerkraft, der Fa- 
den doch immer zu derselben Länge 9 ausgedehnt wird. 
Da nun alsdann in dem obigen Ausdrucke für«, nächst 
a und E^ noch 9 constant ist, so ergiebt sich von einem 
Orte der Erde zum andern die Schwerkraft g umge- 



*) Siebs deiten Treadse on Astronomy, Seite 124. 
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werden, oder man muss die Angriffspunkte JO nn^ // 
dieser zwei Kräfte, und somit das Element IjJU selbst, 
unbeweglich machen. 

I 

d. Die zwei an dem Elemente j&Jlf hinzuzufügenden 
Kräfte lassen sich im Allgemeinen zu einer einzigen 
Kraft zusammensetzen, und es reicht dann zur Erhal- 
tung des Gleichgewichts hin, diese eine Kraft, welche 
H heisse, an irgend einem Punkte ihrer Richtung, der 
aber mit dem Elemente LM fest verbunden sejn muss, 
anzubringen, oder einen solchen Punkt unbeweglich zu 
machen. Da das Gleichgewicht noch am Fadentheile ^^ 
fortdauern muss, wton derselbe steif angenommen wird, 
80 muss die Kraft ß mit den äussern Kräften an JIM 
eben so, wie an einem festen Körper, im Gleichge- 
wichte sejn. Der Ausdruck von Ä ist daher ( — J^Xds^ 
— fTds)j und das Moment von ß in Bezug auf M^ 
= — <^, da das Moment der äussern Kräfte in Bezug 
auf denselben Punkt = u war. Hiermit ist die Grösse 

/ 

und Richtung von ß vollkommen bestimmt« 

e. Man denke sich die Kraft ß in demjenigen 
Punkte m ihrer Richtung angebracht, in welchem sie 
die Verlängerung des Elements LMy d. i. die in M 
an die Curye gelegte Tangente, schneidet, und zerlege 
sie hier in zwei Kräfte T und F, von denen 7 in die 
Richtung der Tangente fällt, und V mit dieser Rieh- 
tung 90° macht. Sey zu dem Ende noch der Winkel 
von ß mit der Axe der ;r, =9, und der Winkel des 
Elements ds mit derselben Axe, = t//, so ,hat man 
ßcos(p=s'-^fX(hj ßBmq)=: — J'Yds^ dsoos^f/ =si djp^ 
dssiatfß=stdyj und daher: 

r=Ä0OB(9- v)=- J fXd, - ^ /F*, 
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Gleiohiingeii für das GlaiiAgewidit an dunem elastisdi 
biegsamen Faden hennlriten. Ist nämlioh m solcher, 
der orsprünglich geradlinig war, doroh äussere Kräfte 
EU derCknrve Jf.../i£ZritfiV (Fig.86.) gebogen worden, 
so können wir uns das Streben je zweier nächstfolgen- 
den Elemente desselben, wie IK und Kld^ sich gerade 
Bnig neben einander %u legen, durch Bwei einander 
gleiche Kräfte hervorgebracht denken, welche auf zw« 
beliebige Punkte der Elemente selbst , etwa auf / nod 
Ijj nach den direct entgegengesetzten Richtungen LI 
und IL wirken. Indeni wir daher solche Paare Ton 
Kräften für die Elasticität der von je zwei näohstfot 
genden Elementen gebildeten Winkel substitniren, ha- 
ben wir es wiederum mit einem Tollkommen biegsamen 
Faden zu thun, auf dessen Elemente ausser den ans» 
seren Kräften noch andere durch die Elasticität be- 
stimmte Kräfte, gleich den äussern, wirken, und wir 
können nun die üh Obigen für das Gleichgewicht zwi- 
schen bloss äussern Kräften erhaltenen Gleichungen 
auch auf den gegenwärtigen Fall anwenden. 

Am geeignetsten hierzu sind die in §• 281« S. ge- 
gebenen MomenteugleichuDgen. Sind nämlich, wie wir 
fürs Erste annehmen wollen, der Faden und die aof 
ihn wirkenden äussern Kräfte in einer und derselben 
Ebene enthalten, so hat man nur auszudrücken^ dass 
das Moment aller auf den Faden von seinem Anfange 
ji bis zu irgend einem andern Punkte JU desselben 
wirkenden Kräfte in Bezug auf letztern Punkt null ist." 
Es ist aber dieses Moment, wenn zur Ebene des Fa- 
dens die der .r, y genommen wird, wenn auf jedes sei- 
ner Elemente ds die äussere Kraft {Xdsy Yds) wirkt, 
und wenn Xj y die Coordinaten von M sind^ 

= fdyfXd$ - fdxfYdn. 
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bloss ia cler Richtung der Tangente beweglieh ge- 
macht .wird, zur Erhaltung des Gleichgewichts ' naob 
derselben Richtung am letzten Punkte angebracht wer* 
den muss. r 

Die Kraft T ist daher die Spannung der elastif 
sehen Linie, und zwar eine wirkliche.Spannung, wie bei 
vollkommen biegsamen Fäden, oder eine Pressung, 
nachdem sich T positiv oder negativ findet. 

Uebrigens ergiebt sich derselbe Ausdruck, den wir 
jetzt für die Spannung am elastischen Faden gefunden 
haben, auch für die Spannung am vollkommen biegsa- 
men Faden, wenn man die für letzteren geltenden Glei-^ 
chungen 

fXds+T^^O und fYdif+Tfi = (§. 280.)> 
vfo' ^ = da; : dsj und 17 = dyids^ resp. mit | und 7] 
multiplicirt und hierauf addirt* 

i. 3i9. 

In der am Ende des §» 317. erhaltenen Gleichung 
(A) für das Gleichgewicht des elastischen Fadens ist 
noch der von einem Punkte des Fadens zum andern 
veränderliche Werth des Moments u zu bestimmen^ 
übrig. In dieser Hinsicht erwäge man zuerst, dass 
unter der Voraussetzung eines gleichförmig elastischen 
Fadens, und wenn man alle Elemente des Fadens von 
gleicher Länge annimmt, die Veränderlichkeit des Mo- 
ments u von einem Punkte M des Fadens zum andern 
bloss von der Veränderlichkeit des Winkels dxpy um 
welchen das Element JUJV von der Richtung des vor- 
hergehenden JjJU abgelenkt worden, abhängig seyn 
kann. Von dieser Abhängigkeit ist aber im Allgemein 
nen gewiss, dass mit der Zunahme des Winkels dtp 
auch das Moment u wachsen muss. Lässt man näm- 
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fcetoiobliet Das MomeDt u ist iah» positiv oder ne-'^ 
mtiVf Jenaobdem dieser Winkel v^ ab- oder znnimmt 

4, Uater derselben Annabmey dasa Zr und N die 
Angriffbpunkta der zwei elastisdien Kräfte des Wiakeb 
/#AfiV sindi ist die gemeinschaftliche Intensität dieser 
KrAftf M ti X I^IU sin iVZ/üf (§. 316.), also nnendliek 
l^hisii von der a weiten Ordnung, weil u Bach der let» 
Im DUi^uag des vorigen §• eine endliche Grosse ist 

>ViU ttiaa die Elastioität des Winkels durch end- 
Hobo Krttft# darstallen, so nehme man zum Angriffe 
4lw aaf LJI wirkenden Kraft einen Pankt /, der in 
^ (l«4^d))a)|C«tt Verlängerung von Zrüf in endlicher 
KvMViHiMaii VM M liegt, lege dureh / unter einem end- 
Ü^M Wi^k^l mit l^M ebe Gerade, welobe die Yer- 
MUNIWMtf YM MS ia i» treffe, und lasse n den An« 
§«4tt«)»aMkl d«r Knü[t aa itfxV sejn. Die beiden Kräfte 
kuib^ akülaan die Kiöhtnngen /n und is/, und ihre ge- 
uiWAäohaftUohe Grösse ist == uiMlAnBUn^ also end- 

c. Wird von dem im Gleichgewichte befindlichen 
elastischen Faden AMO ein Theil MO getrennt, und 
soll der übrig bleibende Theil AM im Gleichgewichte 
verharren, so ist es hier nicht, wie beim vollkommen 
biegsamen Faden , hinreichend, den Endpunkt M dieses 
Theils unbeweglich zu machen. Denn auf den Theil AM 
wirkt der Theil üfO nicht allein durch die in M ausgeübte 
Pressung, sondern auch durch die eine der zwei elastischen 
Kräfte des Whkels LMN^ welche irgendwo in LM^ 
etwa in //, nur nicht in M selbst, ihren Angriffspunkt 
bat. Soll daher der Theil AM nach Wegnahme des 
Theils MO im Gleichgewichte noch bleiben, so müs- 
sen entweder zwei, die Stelle jener Pressung und die- 
ser elastisohen Kraft vertretende Kräfte hinzugefügt 
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Pferden, oder man muss die Angriffspunkte JO nn^ J^ 
dieser zwei Kräfte^ und somit das Element IjJU selbst^ 
unbeweglich machen. 

d. Die zwei an dem Elemente j&Jlf hinzuzufügenden 
Kräfte lassen sich im Allgemeinen zu einer einzigen 
Kraft zusammensetzen, und es reicht dann zur Erhal- 
tung des Gleichgewichts hin, diese eine Kraft, welche 
i? heisse, an irgend einem Punkte ihrer Richtung, der 
aber mit dem Elemente LM fest verbunden sejn muss, 
anzubringen, oder einen solchen Punkt unbeweglich zu 
machen. Da das Gleichgewicht noch am Fadentheile ^^ 
fortdaiiern muss, wenn derselbe steif angenommen wird, 
80 muss die Kraft ß mit den äussern Kräften an uHU 
eben so, wie an einein festen Körper, im Gleichge- 
wichte sejn. Der Ausdruck von It ist daher ( — f^dt^ 
— fYds)j und das Moment von R in Bezug auf JH^ 
= — <^, da das Moment der äussern Kräfte in Bezug 
auf denselben Punkt =s u war. Hiermit ist die Grosse 
und Richtung von R vollkommen bestimmt. 

e. Man denke sich die Kraft R in demjenigen 
Punkte m ihrer Richtung angebracht, in welchem sie 
die Verlängerung des Elements LM^ d. i. die in M 
an die Curye gelegte Tangente, schneidet, und zerlege 
sie hier in zwei Kräfte T und F, von denen T in die 
Richtung der Tangente fällt, und V mit dieser Rieh- 
tung 90° macht. Sey zu dem Ende noch der Winkel 
von R mit der Axe der Xy =>, und der Winkel, des 
Elements dt mit derselben Axe, = t/^^ ^ l^at man 
ißcosf) = — fXelMy RwKp = — f Ydsy ds cos^ = djp^ 
dssiatfß = dyj und daher: • 

r=Äoos(9- v)=-^ fXd4 - ^ /Yd,, 



r=Ätii>-v)=-^/rA+*/XA=^. 



Xm kt «1 BwK asf 4«a Paakt M das Moniert 
xy« n =^tp ««1 «ifes MuB^flt i\M r^ = Jhi-. f\ folglick 
«trtli d» IkoMK «er Keadbutc Ji Tmm T «ad r,= 
Jiü « 1" IN» ÜWWBC ^«K jl Bt aber aach dl,j=— a. 




Pddc jb aabe- 



Er- 



^;f%iai^ wt: «w «auf M aaak 4er BJdLwanf -mt Tu- 
FMr K?s^, wtitiie im O^rta. as S^an- 
ili^^ Faaeitf rvuaai var/e. Bei den aagriBchen 
HC sar BewzknBBg dei GkäckrniaafB £e 
)y;^ r* «sra Biditoar ia dis TaaecKa x^fty «d 
Axnmffmmkt M sc&i« tiBi^iii ao^ca 
aidit Uareiclieady ammitäm es nas aech 
Taa^eate ia a» ooraale Kraft r 
^1^ acrica^ oder 9 was aof dauelfce i>iM»«t' 

4ao Eleoieot f^Jt doreb irirend velcfae Jüttrl, — 

dareb zwei imbeaefclielie Punkte ^ aa dcaca es 

i^idhirbbf ist^ «-* oor io sieh selbst beav^ficb ^ 

g^fbt werden« Wollen air daher auf analog Weise, 

^lia'beim Tollkoainien biefrsatnen Faden, aach bei dem 

^Ig^H^ehen ron der Hpaonaog sprechen, so haben air 

ab die Kraft zn defioiren, die, wenn der Faden 

erbrochen and das letzte Element ^figelhrt 
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Xilöss ia der Richtung der Tangente beweglieh ge- 
jmacht.wird, znr Erhaltung des Gleichgewichts ^naob 
derselben Richtung am letzten Punkte angebracht wer- 
den muss. ' r 
Die Kraft T ist daher die Spannung der elasti* 
BcbenLinie, und zwar eine wirkliche Spannung, wie bei 
Tollkommen biegsamen Fäden, oder eine Pressung, 
-nachdem sich T positiv oder negativ findet. 

Uebrigens ergiebt sich derselbe Ausdruck, den wir 
fetzt für die Spannung am elastischen Faden gefunden 
haben, auch für die Spannung am vollkommen biegsa- 
men Faden, wenn man die für letzteren geltenden Glei-^ 
chungen 

/ÄV#+ T§=0 und fYds+ Trj = (§. 280.), 
vfO^= da; i dsy und r]=: dyids^ resp. mit | und fj 
multiplicirt und hierauf addirt« 

$. 319. 

In der am Ende des §» 317. erhaltenen Gleichung 
(A) für das Gleichgewicht des elastischen Fadens ist 
noch der von einem Punkte des Fadens zum andern 
veränderliche Werth des Moments u zu bestimmen^ 
übrig. In dieser Hinsicht erwäge man zuerst, dass 
unter der Voraussetzung eines gleichförmig elastischen 
Fadens, und wenn man alle Elemente des Fadens von 
gleicher Länge annimmt, die Veränderlichkeit des Mo- 
ments u von einem Punkte M des Fadens zum andern 
bloss von der Veränderlichkeit des Winkels dxp^ unl 
welchen das Element JUJV von der Richtung des vor- 
hergehenden J^JU abgelenkt worden , abhängig aeyn 
kann. Von dieser Abhängigkeit ist aber im Allgemei- 
nen gewiss, dass mit der Zunahme des Winkels dtp 
auch das Moment u wachsen muss. Liässt man nam- 
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dnrcli Null, aus dem Positiven in*s NegiatiTe^ oder am- 
gekehrt, über, d. h. die Curre hat an jeder Stelle, wo 
sie die Axe schneidet, einen Wendepunkt« Auch kann 
sie nirgendwo anders einen solchen haben, da nur für 
y = der Krümmungshalbmesser r unendlich gtoss 
werden kann. 

Endlich erhellet, dass, wenn der erste oder letzte 
Punkt des Fadens in die Axe fällt, die mit dem Ele- 
ipente daselbst in Verbindung zu setzende Kraft A an 
ihm selbst, nicht erst an einem andern mjt ihm Ter- 
bundenen Punkte, angebracht werden kann. So ist 
z. B* bei einem durch eine Sehne gespannten elasti- 
schen Bogen die Sehne selbst die Axe, und die Spaiw 
nung der Sehne = 4er mit A bezeichneten Kraft. Die 
Krümmung des Bogens ist daher an seinen beiden En- 
den null und in dem von der Sehne entferntesten 
Punkte am stärksten. Eben so ist bei einem elasti- 
schen Stabe, dessen erstes Element in irgend einer 

Lage unbeweglich gemacht wird, und an dessen letztes 

I 

Element ein Faden mit einem angehängten Gewichte 
hefestigt wird, die verticale Linie des Fadens die Axe 
der von dem Stabe gebildeten elastischen Curve* 



§. 321. 

' Um aus der Gleichung der Curve Zwischen y und 
r eine Gleichung zwischen x und y herzuleiten, fi^hre 
man zunächst statt r den Winkel v^ ein, den das E3e- 
ment d9 mit der Axe macht^ und es wird (§• 319.){ 

^ F di * 

Die Differentiation dieser Gleichung giebt: 

Ady =r Aainy/ds=s — *^"^ 1 • 



'!■;. 



'deidig^^dit an dastiäcben PSdem n^ 



Mi^Itiplioirt .man hifvein ^. tmdintegprt daiiO|i80 k^mnt* 

Die Censtäinä C^ kann iäab üöffir andern dnrob i3(ie 
grösste Ab.weiahi0i^ der GilTFe ven-d«!» Axe^ d. i. daroh 
den grossten Werth vopy, ivelcher. A heisse, bestiu^men. 
Cir findet stait fnr^V^=== 0, oder fur.Jtje^sl^^^, naotdem 
man die Axe dle^rir« d. i. di^ Axe'der eliEustisolien Li- 
nie^ nach der einen oder nach def jEuidem Seite zu /po- 
sitiv^ sejn^iässtl .Man wähle, äi'ejeniffe ftichtunff dieser 
;s:e zur positiven > bei welcher für den grossten Werth 
von tfy yj:=sO wird, und man hat: « . 



Ji+ Csfe^^A^V*^ ■ 






. v!. |%»g|i*A2i(l^#o0V/)p:^:i4(Ä?,— y»),: 

tiw«tii» Zugvieh ^^leMitfidi, dasd fflfe Riehtui^ de^ «nf 
de» Anfang ^lor iJJEum» in'detf Sx^^fh^ixdtm' Kraft ^ 
ttiit'^cir fölr '4ie*'Ate f^ütgeü^ttfM podtiven fUbbfuäg 
übkieiilstimmt^'dtfin < tfowdhl^ iUn'A^^^ ist pdMfiV. 

so, wvcr-77-^=s=cosv^=5Äl-7-«*, und 

■ ■ • 

\ * Weil x^'^i^b bektfhnte Fibiötiofi; von y iät, so sind 
in; di^i^et <;fiiääilnhg die VerafadArlidhen göt^ännt, und 
d(e dadurch in%fiöHe Integfatiöä ^ebt die verlangte 
Gleichung zwisiSieW > und y. In'tftesen hängt diese In- 
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tegration von der Rectificalion der Kegehchnitte ab 
und tet dahiir dtWcSi ' einen geschlossenen Ausdruck 
nicht ausführbar« 

Was noch^dieSpwnung der elastiscdien Linie aD- 
langt, SQ ist hier vfegenJ'Xds=ji und J'YdsssA =0z 

T= — urf ^ttss -. Jf C08V/ ($.S1& e.). 

"•• . i s\ ■ . ■ . . 

' jDü ffpämmng 'in irgend einem' P^kte' der ela» 

itiseJien I/inie ist demnach dem Connue dee Winkeh 

pröjfiörtionalj den die Berührende daeelbet mit der 

Axe! macht j tmd' iit eine Pressung, od^r ^ne wirk- 

liehe' Spannung ^*\6 ni^chdem da; positiv, orfer liegativ 

ist^^d. h. Je nUchaem'y .wenn man ih .der Curve voin 

Anfange msm Ende' fortgeht y die Hichtung ^dieses 

WegSy wenn sie naei^ det Richtung^ der am Anfange 

wirkenden Kraft A gÜthätxt wird^ mit dieser Rieh- 

timgy als« der positK^B-flichtung d'er-Atb*>dÖP\r, über^ 

einsthnsufi*:^^ -04^ ihfi ewtgegen^et^aiißtt\ ■ Ifr deauMWOr 

der .Axey cyatCemt^sten /Punkte^ ymk.d^sstds^ ist daher» 

die^ilSp^flpiUig stet9 (f^ttj^ressmig uiid.Jh»t j^ntw :iJlj9n< 

Pf^^finngep und-eiftei^o^p.^anqii|ig^]^^dfm absolut 
grössten Werth =r^« 

Bei der eläst^söben Lime JPÜSlf^ (1^gl87.) z. B., 
auf deren Anfaijigspmikt .P und B&dpunkt 41 gleiche 
und entgegengesetzte Kräfte nach^n ftic^tiingen MF 
und NQ wirken, wo^aher P4l ditit <Axe und MP die 
positive Richtung dfreidbea ist^ un4^wo dic'in M und 
T an die Carve gelegten Tangenten die Axe recdit- 
wmkUch treffen, nimint J9 von P ils'Jl ab, von R bis 
T zu und von T big 41 wieder ab. , Mithin jBndet von 
P bis R und von T bis Q wirkliche Spannung^ von R 
bis T aber Pressung statt«, In R und T^ wo dx=0, 
geht die eine in die andere durch Nptt über« 
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Bei der veniger gebffimmten Linie PSQ, TFig. 8&) 
ninitiit x yon P bis Q fortwährend m^ und ^ es herrsobt 
folglich hier äberall Pressung. In beiderlei Curven aber 
bezeiolinet jS^ den von der Axe entlegensten Punk^ wo 
die Pressung «m st&dksten ist; 

§.822. 

EntrdckeU; mttn in der im'vort §• erhälteneii Dif- 
ferentialgleiehmrg den CoefiKdeut von dfy ;in eine naoh 
wachsenden Potenzen von % fortlaufende Reihe> so wird 
diese^ wenn dieCurre nur wenig von ihrer Aze abwrieht, 
wenn also A, und folglioh auch % nur Uein ist, schnell' 
convergiren. Für eine sehr geringe Abweichung kann 
es hinreichen, nur das erste Glied dieser Reihe beim- 
behalten; man hat alsdann: 

und wenn man integrirti 

y=s4 sinf t/y4rY, 

wo die neue Constante unter der Toraussetsung, dasa 
y mit X zugleich verschwinden soll, weggdasimn ist 
Die hierdurch ausgedräckte Linie l&nft wellÄofSmiig 
über und unter der Aze liin (Fig. 89.) und schneidet 
sie in Punkten F^H^K^ üf, deren jeder von dev 
nftcbstfolgenden um ein IntervaU ae» .^{/(c t A) «itfeiMt 
ist, wo 7K =s der halben Peripherie eines Krdses, des- 
sen Halbmesser =sl* Mitten awiscben Je iwel solchen 
Punkten ist die Abweichung dar Curve von der Aze asa 
grössten, nämUoh 9=sA. 

Setzt man den Bogen FGH der Curve, der 
zwischen zwei nftchstfolgende Durchsdknitte derselben 

18* 
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doreh Null, ans dem Positiven in's NegafWey eder 1» 
gekehrt, fiber, d. h. die Cuire hat ao jeder Stelle, wo 
sie die Axe schneidet, einen Wendepunkt. Auch kann 
sie nirgendwo anders einen solchen haben, da nur for 
y = der Krümmungshalbmesser r unendlich gross 
werden kann. 

Endlich erhellet, dass, wenn der erste oder letxli 
Punkt des Fadens in die Axe fallt, die mit dem Ele- 
mente daselbst in Verbindung zu setzende Kraft A u 
ihm selbst, nicht erst an einem andern mit ihm T€^ 
bnndenen Punkte, angebracht werden kann. So itt 
z. B. bei einem durch eine Sehne gespannten elasti- 
schen Bogen die Sehne selbst die Axe, and die Spaop 
nnng der Sehne = der mit A bezeichneten Eüraft. Die 
Krümmung des Bogens ist daher an seinen beiden En- 
den null und in dem Ton der Sehne entferntesten 
Punkte am stärksten. Eben so ist bei einem elasti- 
Bcben Stabe, dessen erstes Element in irgend dner 
Lage unbeweglich gemacht wird, und an dessen letztes 
Element ein Faden mit einem angehängten Gewichte 
befestigt wird , die verticale Linie des Fadens die Aze 
der von dem Stabe gebildeten elastischen Curve* 

§. 321. 

Um aus der Gleichung der Curre Zwischen y und 
r eine Gleichung zwischen x und y herzuleiten, führe 
man zunächst statt r den Winkel V^ ein, den das Ele« 
ment d9 mit der Axe macht ^ und es wird (§• 319.): 

Die Differentiation dieser Gleichung giebt: 

Ady = Aslml/ds=s'^ *^"^ 1 • 



1 1 



•i 
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i*tm hinein t EAQiiiBr^am krikmiita, «ben «o ^iosb wjpi 
.«ejm müssen, üb> die c;eriiigste Kvaft, welche nöäiig 
ist) nm eineCrerade ^r=/i=KiJ^rf io einen einfachen Bo. 
gen FGH xu verwandelnd die Kraft- wird felglidi pro- 
pcmional mil i^.ik^ seyn müssen, d. h. direot pre)^- 
:tioD«l dem <|ffadrate^' der Zahl der Bögen y in welche 
die 'Gerade aüob theilmi soll, und ungekelirt dem Qua- 
^ate der EAnge der Geraden. ^ 

, f 3!23. 

Unter den nüanrngfacpen Formen, welche die ela- 
stiscbe Linie üaben .kann *), ist auch die Kreisform 
enthalten. Denn stellt man sich vor, dass eine ge. 
schlossene föeislinie^lelch^rmig elastisch wird^ und 
sich in eine Gerade auszudehnen strebt« so ist .bei der 
überall gleichen Krümmung^ des Kreises kein Grund 
vorhanden, warum irgend ein Theil desselben seine 
Krümmung', ,£alls. er jsie ändert, mehr oder weniger, 
^Is ein anderer l^il ändern sollte. Durch eine gleich- 
förmige Aenderung der Krümmung würde aber d^r 
Kreis selbst entweder grösser oder kleiner, welches 
nicht sejp kanu, da die Liftie von unveränderlicher 
Länge sojn solL . Mithin Meint der Kreis unverändert. 

Als Axe der elastischen Kreislinie ist eine in der 

■ •« 1 1 - - <-» i 

Kreisebeue unendlich entfernte Gerade anzunehmen. 

» " ■ • ■ 

Denn nur bei dieser Annahme kann die Entfernung je- 
des Punktes der Bjreislinie von der Axe als propprtip- 
nai der von einem Punkte zum andern constanten Krüm- 
mung des Kreises angesehen werden. 

Soll daher ein Theil des elastischen Kreises, ge- 
trennt von dem übrigen, seine Ifreisbogenform unver- 



*) Bai er zahlt netiti Spedes dieser Formen. Siehe dessen Me- 
tbsdoB inyeniendi itoea» ^rahnr. etc. Additaml; dt carvk elasticis. 
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DU A 

jMr0p0rti&maly den stte BerikrernJU dmmligt mmt itr 
Ase imaekij tmi i$f eime Fr^anrng mUr mmm mr£- 
Ueile Spmmtmg^ je aadideB dx poaitrr oder mmg^ 
isf y 'd. h. je naeJUiemy wemm wum A der Cwrvm wim 
Anfmnge suum Ende fertgekij die tUekimmg dieen 
fVegSy wemm eie maek^ derBitiimmg^ der mm Amfmmge 
wirkemden Kraft A giethaizi wirdy tmü dieser JUeA- 
Hmtgy als. dar ywühem RiAfaDg der-A^tW der jTj Hier" 
eüuUmmt^ eder itßf emigegemieixkiißU I» dcB mb: 
der Axe vtfentaa|ai|/Piuikte) imdufs^de, ist dahtr. 
die ,8piWii|Dg stets ifp# Ff essiqig n&d-jkpt ipBtw alba 
PrTCanngen und eiftestüeliiin Spanqnpge« .dfP abseliit 
grSssten Werth =A^ 

Bei der elastisciieD Linie PJZJ^t^ (lng:87.) x.B^ 
auf deren Anfaogspi^kt /^ and Endpunkt 41 gleiche 
und entgegengesetzte'^ Kräfte nachvJen'Riehtangen JH/* 
und JVQ wirken, wo daher PQ die A» nnd MP üe 
positive Richtnng dfrsdben Ist^ uvi -wo die in JB und 
T an die Carve gelegten Tangenten cfie Aze rec|^t- 
winkUoh treffen , nimmt jr von P liis 'M ab, von JB bis 
T zu und von T bis Q wieder ab. Mithhi findet von 
P bis It und von T bis ^ wirkliche Spaanvng^ von B 
bis T aber Pressung statt. In H und T, wo dx =% 
geht die eine in die andere durch Null über. 
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V 

Bei der weniger gekrOmmten Linie PSQ ^g. 88.) 
nimmt or von P bis ^ fortwährend m, nnd es herrseilt 
folglich hier äberallPressnng, In beiderlei Corven aber 
bezeiclmet S den von der Axe entlegensten Pnnk^ wo 
die Pressung «m stärissten ist; 

f. 822. 

EntMi<A:eIt man in der im'tort §• erhältenrä Dif- 
ferentialgleidhnng den Ooeffiirfe&t von ify Ja eine naoh 
wachsenden Potenten Ton x fortlanfende Reihe^ so wird 
diese^ wenn dieCnrve nur wenig von ihrer Axe abwrfeht^ 
wenn also Ay nnd folglich auch m nur klein ist^ sohndl' 
oonvergiren« Für eine sehr geringe Abweichung kann 
es hinreichen, nur das erste Glied dieser Reibe beira« 

's 

behalten; man hat alsdann: 

und wenn man integrirti 

y=sA sinf |/y^V 

wo £e neue CSonstante unter der Toraussetiung, dass 
y mit X zugleich yerschwinden soU^ weggelaspen ist 
Die hierdurch ausgedrückte Ldnie l&nft well^nfömiig 
über und unter der Axe liin (Fig* 89.) und schnrndet 
sie in Punkten Fy Hy Ky M^ deren jeder Ton dem 
nächstfolgenden um ein Intervall sae nyi^ : A) «itfoinl; 
ist^ wo 7E =s der halben Peripherie eines Kreises, des- 
sen Halbmesser =s 1* Mitten swisdien je zwei solchen 
Punkten ist die Abweichung der Cunre von der Axe am 
grossten, nämlich ^szh. 

Setzt man den Bogen FOH der Curve^ der 
zwischen zwei nächstfolgende Durchsdmitte derselben 

18* 



«m 











K -V /■ 4dr Geraden nenmt, «jcr as üreeten 

. /»«.liM' 'iE9# C^e//!e£emUn der EJm^amKÖi s. mmd 

.♦ ..^u..t./«rflwi fwuhaiU^hen VerhStni4:m -ur Zange 

, jiäiHden. — So ut z« R dfe rmucst» Kr^, 

...^«; ^ur Krjiaavv einer i«ei* eder «reimal so 

wevv*i Geraden erfordert wird, nur der vierte oder 

.cuiftt« Tlicil der geriofvfea Kräft, vtelAe mr Kräm- 

a«ui(^ dfr 6enid)e0 tod erafaefaef Läiure sMbt ist. 

VerODgert man »e ela«tiaelie Lfaie FVB aber IT 
:iilMtts, Ms rie der A» ^eiferbhr in- JS; JF, . . . beg^- 
i«*, so Äind niebt mir die »eraileit /»Ä äK; KW, eto. 
uettr nib, soodeni anefa die Hnffea FOH, BtK^ etc; 
MTrr iSch gleich, nnd man kann die der ^ gleiche 
and enfgejjengeiMötzte Kraft, gtatt in i7, aodi in JT, 
0ier in ST, ete. anbringen. Es wird folgfidk auch die 
geringste Kraft, um eine (Serade =2/, oder 3/, eta 
oder il SSI k tu einem doppelten Bogen, wie FK 
oder ro einem dreifbehen, wie /!», eto. oder 
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r^ai •iiiBin fliaclMiv^ii krttamilm^ ebea m ^roW sejn 

^meytL iiiü88eii^,üb> die geringst« Kraft, welohe ii(Mliig 

ist) nm eiao - Crerade tsszlssszUi in einen einfaohen Bo. 

• gen FGH xu verwandeln^ die Kraft wird folglich pro- 

»porrional mit i^.ik^ sejm ntäcson, d. h/ direot -prej^or- 

ttional dem %Mid]rale^' der Zahl der Bögen, in weldhe 

•die 'CSerade «öh theilen soll, und umgekehrt dem ^a- 

«drate der LAnge der Geraden. ' 

Unter den n&annigfactien Formen« welche die ela- 
stisclie Linie haben .kann *)• ist auch die Kreisform 
enthalten. Denn stellt man sich yori dass eine ge. 
achlossene Kreislinie gleicharmig elastisch wird, und 
sich in eine Gerade auszudehnen strebt, so ist .bei der 
überall gleichen Krümmung des Kreises kein Grund 
Torbanden, warum irgend ein Theil desselben seine 
Krümmung', .fialls. er jsie ändert, mehr oder weniger, 
als ein anderer Tlieil ändern sollte. Durch eine gleich- 
förmige Aenderung 'i](er Krümmung würde aber dqr 
Kreis selbst entweder grösser oder kleiner, welches 
nicht seyn kann^ da die Liftie von unveränderlicher 
Länge sojn soll. . Mithin bleibt der Kreis unverändert. 

Als Axe der elastischen Kreislinie ist eine in der 
Kreisebene unendlich entfernte Gerade anzunehmen. 
Denn nur bei dieser y^nnahme kann die Entfernung je- 
des Punktes der Kreislinie von der Axe als proportio- 
nal der von einem Punkte zum andern constanten Eirüm- 
muDg des Kreises angesehen werden. 

Soll daher ein Theil des elastischen Kreises, ge- 
trennt von dem übrigen, seine ^reisbogenform unver- 



*) Enler zSMt ncÄiii Species dieser Formen. Siegle dessen Me- 
Ihedas inyeniendi ikieaji^alry. elc AddRaml; dt cnrvit elastic»« 



91111g aneb erhalten , vmb man loiatere Kräfte parallel 
mit -eiDeri ihrer urapiwdglifiliea JSjohtims entgegeiive- 
. setzten, Bj^htung. aQ.-.eiiieii und . deoeelben Paalit 
trägtjund: liieraof ib^to Ae^ttUaote, ^welche (— /JU!% 
*-/r<Ar, 'tr/'Z^ istf auf* die Riehtong des Elemeo. 
te^ ^.ifvfidi|oift, d« i«; wt .dem CoeiHtti dea Wiakeh 
mulUpliflii^yiiden die-JRjdiliing der Resaltanle nit dem 
Elemente .A bUitet. Auf :die(»e iWeiae findet eioh die 
Spannmig . : ; ^ 

und. ist wie in ^ Slß,/«^ eine. wirkUche Spaanung o4^ 
PressuDg, nachdem sich für T ein positiver oder ne- 
gativer Werth ergiebt. 

Man nimmt übrigens leicht wahr, dass dieselben 
Betrachtungen, welche uns jetzt zu dem Ausdrucke für 
T bei dem elastischen Faden leiteten,, zu dem nämli- 
chen Ausdrucke für T auch bei dem nicht elastischen 
Faden fübren, und dass auch in der That dieser Aus- 
druck durch Verbind^ng der Gleichungen (;1) und (2) 
in f. 280. hervorgeht. 

$.326. 

Nach diesen allgemeinen Betraebtungen über deo 
elastisch biegsamen Faden im Baume wollen wir noch 
den speciellen Fall näher untersuchen, wenn auf di» 
äussern Faden k^ne Kräfte wirken, sondern bloss das 
erste und letzte Element desselben an gegebenen Oer- 
tera und in gegebenen Riditungen befestigt "sind. 

. Wird die Unbewegliohkeit des einen der beiden 
äussereten Elemente au%dM>ben, und soll dabei die 
Gestalt des Fadens unverändert bleiben, uo müssen an 



Pnnkfen 4ii«e8^ Btetn^ntirj: diBi^totib'aW'PaAkte«^ H»' 
ttü ihm f8atTerbufldefr«i«d^'4&älflM'^g^a^^^^ 
ttfDg vnd;lbtci|MMt'ugebfiloll^>9^IMmf« tilfW^d^kafiii 
auch die IJi][l^w^li«fik«[t''^^i^'^akiil«r» CN^dMlMfinM ' 
daroh Kräfte er^ite;«' we«dW^ ttDc|i|^^lMlKMSt»t«alW^i 
8«n de^ evstetn etaai m, ^-Ml^iMin «Ailätf l^^ir^j* 
das Gleichgewicht haltea. i'S3^j;r. h 

Die auf soIclI^j^nWeis^ .m dem beweglich", gemach- 
ten ersten Elemente anzubnn^nmn Kräfte wbllen.wir, 
^ie dies im >^ll^emeinen imip(^..|9^öglich ist, , atif eine 
einfache KTaftr~2^ und ein 'Pis^redncirenT^imd zwar 
so • dass die einfache Kraft auf der Ebene des Paaree 
normal steht.. Werde nun -die c Buqhtung- Hfei{^*if mt 
Axe der ^, und folglich die.Ebipne dea Paajres, .oder 
eine mit ihr parallele, zur' Eb^eiie der y^'k ^geno^mep.^ 
Alsdann ist, i^enn das Moment' des PliareiSf^i^ pe^ng 
auf einen Punkt seiner Ebene =1» gesetet" wir^^ seift 
Moment auch rücksichtlicfi der Axe der ^»'so Wie jcr. 
dier damit parallelen Axe, =:«»;.'rficksiGhtliob äerAxe 
der y aber, oder der Axe der x, oder irgend ,einer 
damit parallelen Axe ist es =0. Ferner sind von der 
Kraft A in-Bexug auf drei dur^ drä Pmibt (jt, y^ x) 
der Curve mit den Axen der ;r, y, x parallel gelegte 
Azen die IMiemtate respr tsaO, '^ jtx^ + Ay *y. In 
Beoug aaf diese'drei Axoa siad daher ^ lM(diüMi<^ 
aUer auf das erste Element dies Fadlens ' wifkebden 
Krikfte resp.' 



II "" 



*) Uel^crbaupt namliqh sind in Beifehong anC ^leariben dni 
Axen die MomentQ. einer Kraft (J, B» C), deren Aagrifitpankt 
(a, fc> c) ist: ... 

£(«-ar>^^(ft^s^) (69, 05. oäd eej. 
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and da bip. mm Punkte (r, y, x) ausser ibnen 
andern : Kräfte auf dep Faden wirken sollen , so haben 
v^ diese drei Momente, ia den drei flaaptgleiohnngen 
für di^. Integralaasdrücke linker Hand zu substituireD^ 
and vqe erhalten damit» weim wir noch» grösserer Ein- 
fachheit willen, dar eoygustant setzen,, die drei Glei- 
chungen« 

oder anc^ ip «- -^, -.^,=— ^, ^y=.- -^, 

WO Jj^y J^y ^3 die Projectionen des Elementardrei* 
e'cks LMN auf die drei ooordinirten Ebenen sind 
(f.. 324.). Eis ist aber, wenn wir dieses Dreieck ü/JlßV 
s^ setzen, und wenn r den Krümmungshalbmesser der 
CurYO in jlf bedeutet: rs— d^':2i^ (f. 319.), und 
wir 'können daher letztere drei Gleichungen aach also 
schreiben: 

Aus ihnen lassen sich nachstehende merkwürdige 
Eigenschaften der elastischen Linie im Räume 
(yergL §• 320.) herleiten* — Die jetzige Axe, der jr 
oder diejenige Gerade, welche rücksichtlioh der auf 
das erste Element der Carv^ wirkenden Kr&fte die 
Hauptlinie des Systems ist (f. 82.), heisse vorzngs- 
weise die Axe der Curve« Nun ist J^ die Projeotion 
des Dreiecks J auf die Ebene der y, %^ fblglidi^^iii 
= dem Cosinus des Winkels, den die Ebene des Drei- 
ecks ^ mit der Ebene der jr, « macht, sb 8in;i:, wenn 
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X der Winkel der Ebene vototy^j d. u der Kr&mintange- 
ebene ) mit der Axe der Coryi) bedentel:. Statt. der er* 
sten der Gleiob^ngen (^).,JlfAinco vir defeier . anob 
sfdireiben: ... _ . 

(o) A«iftin;f. 

Femer ist zu Felge der Eigensohaft reebtmnkli-- 
ger Projeetionen: J\ -{-.^^ rlyV^risss ^S 4md daber, 
wenn man die Quadrate der 3 Gleichungen (if) ad- 
dirt: - •• •■.:'*. 

woraus in Verbindung mit (a)- . ..t^ 

(e) -<#>/'(y« + JB«)=a!-^'«w;f und 
(^ y^(y* +*')=«optgx folgt. 

. ■ «r« ■• , . 

^ Die erste üji) dieser GJ^Hchnngen lebrt nun, dai% 
di^Krümmungder elagtiseh^JLüiie ^amgekekrt' dem 
JSums de§ fl^ink^h firopartionßl i$ty den die JSjrüm^ 
m^mg^ebei^^ fnftder.Axe der Idniebüdetv ■ 

» Die zweite Gleichung (b) i^t der Gleidiittig., otfy 
=:£:,r für die elytische Linie in einer Ebene (fA320i) 
analog und druckt ans, daes die Krünunung in jedem 
Punkte prqpürtienai der Hypßtemue einet recAt^ 
Mfßf$Jklig0n JhreücAs isty desgen eine Kathete , #im 
ean^UßMer JUänge. (=sm : J)^ und dessen andere K»' 
tk^e dem Abstände. des Punktes van der Axe gleich 
i^ . 

. Auch hier,. also wird, wie in f. 320., die Krüm^ 
mpDg desto jichwäcber, je näher die Curve' der Axe 
b;9fmit; und weil mit wachsendem r, nach: (a) auch 
sinx wächst, so nähert sich dabei die Krümmungsebena 
in^ner mehr der wf der Aza normalen Lage. Begeg« 







r— ^=« —J^9 ^=— « 



wo \<ii, 2/2, J^ di0 ProjeefioiicB ics EleaieBtardm- 
6oks ZtMN ma£ üe dm üoaHSaäwttm ITfccTn wA 
(f. SaLyßm Uli aber, weu wir fiean thmmtJk LMN 
^J wtAa/OL, mid wcoa r den Kramni— gifcalfcicsier te 
Corre in M bedeutet: r=— d^>:2^ (f. 319.), qbI 
wir können daher letztere drei GleidningcB «ndi also 
sebrriben: 

Aas Ihnen lassen nch nadisteheade » eik w uiiE ge 
Eigenschaften der elastischen Linie im Ranme 
(TcrgL f • 320.) herleiten* — Die jetsige Axe der s 
oder diejenige Gerade, welche rücksichtliah der auf 
das erste Element der Corve wirkenden Kräfte die 
HauptUnie des Systems ist (f. 82.), heiase vorzogs- 
weise die Axe der Corve. Nun ist J^ die ProjeeCion 
des Dreiecks J auf die Ebene der y, %^ tolf^AJgtJ 
= dem Cosinus des Winkels, den die Ebene des Drei- 
ecks J mit der Ebene der y, « macht, as 8in;if, wenn 



• 
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diui Veetar an ihr fortbewegt^ »teht xu der Fläche^ 
welche die Projection des ßadius auf eine die Axe 
rechtwinklig treffende Ebene beschreibt^ in einem 
Constanten Verhältnisse y — in dem nämlichen y wel- 
ches die Cotangente des Winkels y den die JSrüm- 
snungsebene in irgend einem Mhinkte mit der Axe 
bildet y XU dem Abstände des Punktes von der Axe 
hat. 

In dem besonderen Falle, wenn m = 0, and wenn 
daher die auf das erste Element wirkenden Kräfte auf 
eine einzige Kraft A znrüolcgefiührt werdeü liönnen, 
wird zu Folge der Gleichung {e)i ydx — xdy = Oj und 
daher yzssaxy d. h. die Curve ist in einer die Axe 
und somit die Richtung der Kraft A enthaltenden Ebene 
begrilBFen. Ihre Krümmung im Punkte {Xy jfy x) ist 
alsdann, wie die Gleichung (^) lehrt, und wie wir bereits 
aus f. 320. wissen, proportional mit )/(y^ + x^) d. h. 
mit dem Abstände des Punktes von der Axe« 

Wenn dagegen die am ersten Elemente anzubrin- 
genden Kräfte auf ein Paar reducirbar sind, und so- 
mit JfssO ist, so gehen die Gleichungen [b) und (e) 
6ber in m=5<: r und mdxz=:0 oder orsOonst, d.b. 
die Curre liegt in emer mit der Ebene des Paares par- 
allelen oder zusammenfallenden Ebene, was nach 
f. 50» auf eines und dasselbe hinauskommt, und die 
Krümmung ist unveränderlich, die Curve selbst also 
ein Kreis, — übereinstimmend mit dem bereits in 
f • 323. Gefundraen. 

f. 337. 

Statt der drei Gleichungen {A) könnra auch die 
zwei {b) und {e) als die Gleichungen der elastischen 
im Räume angesehen werdoD« Kennt man daher 
IL 1« 



iMt ämikBffe g g te#iw < der Are^ so ist daselbsf Ae 
KiCiosMiig mm siAnridisfA (jedodf sMit Bull, irie m 
|u «U.)V*«b4 'la HrQAUuigsebeBO^ folgfiiA aash Ce 
Carve selbst^ auf der Axe nomiftL — Parallel mit dei^ 
Aze kann die CaiTe..er4 in unepdlicher Entfenim; 
von der Axe werden. Denn wird es die Corve, so 
wird Bßtttk 'Ae KrfimDiMgsebenb tiiit der Axe paralleli 
felgfieh 'X^9y fc^lickr bludi (•) ^ = tatd nach [ff 

Dasselbe fliesst anoh unmittelbar ans der CHci- 
chung (</), welcfafe zn erkomeii gifibt, dmB9 der Ab- 
stand eines Punktes der Curve von der Axe der 
Cotangente des WinkeU dei* ErüOMtmg^eAene mU 
der Axe propartumtU'islm^ 

Man mnltiplicire nö))h die 3 GleicI^nngen {A) resp» 
mit dxy djfy dz tmd Addire sie, so «rliiUt Äan: 

{e) ^mdx + JXydx^i^y^i±fk 
. 43indv non F, fi^^wv^tf Pnnkte Amt Omre, F^y ff 
ihre -Pn>je€(ioneB aef ifi# Am dei* jr fäid .Fi, Ci'i lin^ 
Projectionen auf ^i^^Eb^ne der y^ ty tAd ist O der 
DtifrohwiHtt jener Axe mit dilsser fibeni^, so kommti 
^«■D-mtair-die Gleiokuiig (0) von #*'biii & mtegriffe' 

vö OF^Oi die Fldehe in der EMlKe dte js *^ ^ 
stellt, 'welehe von den Cieraden ffFi^ OG^ nsA iet 
Bwoieetiaä FiO^ de» Degens Ffi^ ^e»' Gurre hegttm 
wird» Indem wir ttnd dalvB^ die Cmrre dmreh den einen 
Endpunkt F einer sich an der Axe rechtwinklig fort- 
bewegenden und um «ie' srcb zugleMi drehendeti Ge- 
raden FF erzeugt denken und diese Crerade den Kti^ 
dittS'Ye<)tar neüsen^ kennen wir die erhaHcfne Gier- 
chang alseausspreeheiit - 
i .Jeder. T^ea d^A»ey uns iBeSbkei^ iufk der Mth 
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Hieraus fljesst durch Differentiation 

dyss'^ -T- da;y dz =s -^ dir, 

folglioh dM=z-r dxj wo l=:^{b^ +47K2a^) 

= dem, während einer ganzen Umdrehung des Ra- 
dius, erzeugten Theile der Spirale. 

Durch nochmalige Differentiation, wobei wir i£r, 
wie bei den Gleichungen {A)^ constant setzen, erhal- 
ten wir: 

Snbstituiren wir nun diese Werthe von y und % 
und ihren Differentialen in den 3 Gleichungen (^, so 
giebt die erste derselben: 

jede der beiden andern aber giebt: 

und hierniit sind die Relationen zwischen den Kräften 

und den Parametern der Curve gefunden. 

Der hierbei sich negativ ergebende Werth von m . 

zeigt an, dass der Sinn dieses Moments dem Sinne, 

nach welchem der Winkel der Aze der x mit der der 

y, =90^ ist, also auch dem Sinne, nach welchem die 

Drehung des Radius bei einem positiven Fortrücken an 

der Axe der x geschieht, entgegengesetzt seyn mus«. 

Denken wir uns daher diese Axe etwa yertical, und 

idndet sich die Spirale nach oben zn yon rechts nach 

links um die Aze, und wird ihr unterstes Element als ^ 

19* 



290 Zweiter TheiL Achtet Ka^teL 

eine Linie, welche diesen zwei CUeichungen Genüge 
leistet, so wird sie eine elastische sejn und die Aie 

der X zu ihrer Axe haben. 

I 

So wird unter anderen hierher die ojlindrische 
Spirale oder die Schraabenlinie gehören, und die Axe 
des Cylinders wird die Axe der Cnrve seyn. Denn 
erstens ist der Abstand jedes Punktes dieser Spirab 
Yon der .Ixe von gleicher Grosse, desgleichen aoek 
die Krümmung constant^ und hiermit wird die Glri- 
chnng (£) erfüllt. Da femer eine cylindrische Spirale 
von dem Endpunkte eines auf der Axe normal stehen- 
den Radius beschrieben wird, wenn derselbe um die 
Axe gedreht und zugleich • längs der Axe fortg^iiokt 
wird, so dass seine Fortrücknng der gleichzeitigen 
Drehung immer proportional ist, so geschieht ancA der 
durch die Gleichung (^) ansgedrückten Bedingung Genüge. 

Ist eine Spirale ihrer Form und Grosse nach ge- 
geben und sollen die zu ihrer Erhaltung nöthigen Kräfte 
gefunden werden, oder soll umgekehrt aus den Kräf- 
ten die Form und Grösse der Spirale bestimmt werden, 
80 hat man nur die Gleichungen {A) der elastischen 
Linie mit denen der Spirale in Verbindung zu setzen. 
Sej zu dem Ende a der Halbmesser des C^^linders der 
Spirale oder die Länge des vorhin gedachten Radios 
Tector und b der Weg, um welchen derselbe an der 
Axe während einer ganzen Umdrehung fortrückt. Wird 
nun diese Axe zur Axe der x genommen, und ge- 
schieht bei einem Fortrücken nach der positiven Seite 
dieser Axe die gleichzeitige Drehung in dem Sinne, 
nach welchem die Axe der % mit der der y einen 
Winkel =90% nicht =270% macht, so sind die Glci- 
chungen der Spirale; 
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das Moment der Kräfte A^ By — B in Bezug auf je- 
des Element der Curve = ist 

13m endlich npch der Spannung der Spirale zu ge- 
denken, so 1^ sie^ weil fX(ls=zjly fYdszsiO und 
fZds = siiKii 

also von einem Punkte der Curve zum andern constanf 
und wegen des negativen Zeichens keine eigentliche 
Spannungj senden eine Pressung. 



f. 328. 

Ehe ich die Lehre vom Gleichgewichte an einein 
elastisch biegsamen Faden verlasse, will ic^ uipoh zei- 
gen, wie die Sätze, welche in der Dynamik das Prin- 
cip der lebendigen Kräfte pnd das Princip der klein- 
sten Wirkung heissen und in §. 303. auf das Gleich- 
gewicht an einem vollkommen biegsapien Faden fiber- 
getragen wurden, nyit gehöriger Modification aiipb auf 
einen plastisch bi^g^aii^Gn Faden angew,endet werden 
können, wobei ich mich aber, um QJL^t eipe ajlzqlapge 
Rechnung herbpizuführen, auf d,en F9U beschränken 
werde, wenn di^r Faden und die auf ihii wirkei^clen 
Kräfte in einer Ebene enthalten sind. 

Für diesen Fall ist die Gleicbnpg för's Glei^bg«^ 
wicht: 

fdyfXds ^ fdxfYdM = ^ (f . 8190, 
wo p das Reciproke des Kriimmungshalbinesis^s r be- 
deutet; die Gleicbang für die Spannung aber ist: 
dxfXd$'^dyfYd%^—Td9 .(§. 318- e.). 
Man setze \fi\ dx:=^gd9y dyzsszrid»^ dp:=Qdij 
wo daher g^+iy^—i ^xkA 'idS + n^V=Oy 



I 

^ 
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das erste betrachtet ) als daijenigi» also, mit welchem 
die elDfache Kraft A uod die Kräfte des Paares in 
YerbinduDg gesetzt sind, so muss die mit der Axe zu- 
sammeufallende Kraft A nach oben, mid der Sinn des 
horizontalen Paares von der Linl^en nach der Rechten 
gerichtet seyn. 

Aus den für A und m erhaltenen Werthen fliesst 
die Proportion: 

m^m : Az=z2na^ ib. 

Sie giebt za erl^ennen, dass, wenn man die in der 
Axe wirlLonde Kraft A geometrisch durch den vom 
Radius a während einer Umdrehung längs der Axe 
zurückgelegten Weg b ansdrüoictj das Moment m des 
normal auf der Axe wirkenden Paares durch das Dop- 
pelte der auf der Axe normalen Basis des Cjlinders 
vorgestellt wird« 

Macht man die Breite des Paares =a und setzt 
M : a = ^, so dass 4- B und — B iXe Kräfte des Paa- 
res sind, so wird 

— BiA = 1lnaib = ^{dy^ + äx^)ida;. 

Man liann alsdann dem Paare eine solche Lage 
geben, dass seine Kräfte auf einem Radius in den 
zwei Endpunkten desselben perpendicolar stehen, dass 
also die eine Kraft -f- B irgend einem Elemente 
der Curre und die andere — B der Axe, also auch 
der Euralt A^ begegnet« Zufolge der letztem Propor- 
tion werden sich dann — B und A zu dner mit dem 
Elemente parallelen Kraft zusammensiefzen lassen, lllsö 
tn einer Ej-aft, deren Moment in Beztig auf das Ele- 
ment null ist* Da nun auch die dem Elemente begeg- 
nende Kraft -|- B rücksichtlich desselben ein Momi^nt 
BsO hat, so erhellet auf dies^ Weise ganz einfed^, 
dass, wie wir belrMte ans |. 825. "i. sUblieMlNi 46imiM> 
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Dies ist der erste der hier zu beweisenden Sätze» 
Um den zweiten zu entwickeln , welcher dem Princip 
der kleinsten Wirkung entspricht^ denke man sich in 
der Ebene des Fadens Ton einem beliebigen Punkte 
ilfi der Ebene bis zu einem andern beliebigen Jlf 2 ii^*^, 
gend eine Gurve gezogen. Unter der abermaligen Vor- ' 
aussetzung, dass Xdx -^ Ydy das Differential einer 
gegebenen Function 1^ yon x und y isty werde für je- 
den Punkt {xy y) dieser Gurve mit Hülfe ihres Krüm- 
mungshalbmessers ti p in {x^ y) der Werth von T 
nach der Gleichung L, in welcher man die auf den 
. Punkt {x\ y) des Fadens sich beziehenden V\ T\ p* 
als gegebene Constanten ansehe, berechnet, bnd damit 
das Integral fTds von M^ bis M^ gebildet. Man 
lasse nun die Gurve sich um ein unendlich Weniges 
ändern und untersuche die Aendernng S/Tds^ welche 
dadurch das Integral erfährt. 

Nach I. ist iT^ — iV^%pSp 

Ä — . JO^r— Tiy^ipSp{y^. $. 305. ) 
und daher S {Tda) = iT. da + Tdds 

= "^yXdsdx — YdsSy — tpdaip 
+ T^dix+TndSy (ebendas.). 
Hiervon das Integral von M^ bis M^ genommen, 
giebt, vreü fS{Tds)==:dfTd9 ist, die gesuchte Aen- 
derung. 

Nehmen tiir jetzt an, die zu variirende Curve sej 
der im Gleichgewichte befindliche elastische Faden 
selbst, also ilf ^ und M^ zwei Punkte desselben. Für 
den Faden haben Xds und Yds die aus [2] durch Dif- 
ferentiation sich ergebenden Werthe, und es wird da« 
mit - 

8{Tds) = rf(Tg-.€^i7) .Sx + d(Tf]+ f(^5) . iy 
— ipdsSp + T^dSx+ TfjdSy 



im VsB^^iMr — (»SM|f — pdsip. 
NMh d«a Fonaeln [3] ist aber 
nidjt^^ikfy7:^mm^f iiüomp d$) — oosV/ Simtip ds) 
SS— d^,^; folglieh naeh [1] und [4] 
^9^—^if + 4fyip = — J{pdxl/) + i(pdhl/) 
= «- d(ßfiy/) — i{p^ds). 
Oienut wiid, wenn man 

!n«-<ei9 =3 JP and 7i74-<^=& setzt: 

waA wenn man Tom Punkte M^ bis mm Punkte if| 
der Fadeneonre mtegrirt und den Werth Ton 

Fije + Gdy—^^ 
in Jf I , SS uf 1 nnd in üf , ^ sssjt^ setzt: 

Werde nun angmommen, dass bei der Yariation 
des Stuoks JU^ Jf, der Fadencorre die Punkte Mi 
und üf, ihre Oerter unyerändert behalten, und dass 
daher ix und iy für jeden der beiden Punkte null sind« 
Werde femer gesetzt, dass die varürte Cnrve mit der 
ursprüngliohen in üf j und ilf , einerlei Tangenten habe, 
so ist anoh ixp^ als die Variation des Winkels der Tan- 
gente mit der Axe der Xy an beiden Orten nulL Hier- 
mit werden die Grössen ui^ und uf , , welehe von den 
Werthen der Variationen dx^ iy und i%y in Bt^ und 
üfj abhängen, gleichfolls null, und die zuletzt erhal- 
tene Gleichung reducirt sich auf 

IL */(Trf#-t.«/»2rfi) = 0, d. h. 

Sind Kräfte (X, J) an einem elastisch biegsa- 
men Faden im Oleichgewichte ^ und ist Xdx+ Yify 
ilas vollständige Differential einer Function V von 
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X und yy 90 üt ei unter allefk Curven^ wekhe van 
einem beliebigen Punkte M^ des Fadens bi$ %u einem 
beliebigen andern M^ desselben gezogen werden und 
in Ml Sind M2 den Faden zugleich berühr en^ die 
zwischen üf ^ und JU^ enthaltene Fadencurve selbst^ 
fiir welche das von Mi bis M^ ausgedehnte Integral 

seinen grossten oder kleinsten Werth hat. Dabei 
ist T mit Hülfe der Oleichung 

zu berechnen^ wo F*, T* und r die irgend eü^em 
Punkte der Fadencurve zugehörigen fVerthe der 
Function V^ der Spanmmg und des Krummungih 
halbmessers bedeuten»^ 

$.329. 

Zusätze* a. Sind X und F nuU^ wken also 
auf den Faden keine Kräfte, sondern sind bloss das 
erste und letzte Element in gegebenen Lagen -befe- 
stigt, 80 ist V Gonstant, also Vz=z V und 
T— T'+i^O*— /!'*)= 0, d. h. 

Bei der elastischen Linie ($• 320.) ist der Un- 
terschied der Spanntmgen in irgend zwei lenkten 
dem Unterschiede der Quadrate der Bsciproken der 
Krümmungshalbmesser in den beiden Punkten pro^ 
portional^ 

b. Substituirt man den aus letzterer Gleichung sich 
ergebenden Werth von T in dem Integrale, welches 
ein Maximum oder Minimum ist, so wird dasselbe 

wo C :=s der constanten Grösse T^-f-i^'^» Q<^d /ss 
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der Länge der von M^ bis üf 2 gezogenen Carve. Wirä 
folglich noch die Bedingung hinzugefügt ^ dass / con- 
(stant, dass also alle Ton M^^ bis M^ gezogenen Gur- 
ren von gleicher Länge seyn sollen, so wird fp'^d^ 
selbst ein Minimum, -^ nicht ein Maximum, weil hier 
das Integral mit der Länge der Gurve offenbar über 
jede Grenze hinaus wachsen kann. — Wir gelangen 
hiermit zu dem merkwürdigen schon Ton Daniel B er- 
noulli ^) entdeckten Satze: 

Unter allen Linien von gleicher Länge ^ welche 
von einem gegebenen Punkte zu einem andern ge^ 
gebenen gezogen werden und in diesen Punkten von 
Geraden y die ihrer Lage nach gegeben sind^ be» 
rührt werden, ist es die elastische Linie^für welche 
das von dem einen xum andern Punkte atssgedehnte 
Integral des durch das Quadrat des KrümtnungS" 
halbmessers dividirten Linienelements seinen klein* 
sten Werth hat. 

c. In den bisherigen Untersuchungen über den ela- 
stisch biegsamen Faden ist in Uebereinstimmung mit 
Allen, welche über diesen Gegenstand geschrieben ha- 
ben, das Moment der Elasticität u an jeder Stelle des 
Fadens der Krümmung daselbst proportional gesetzt 
worden, indem dieses nicht allein die einfachste, son- 
dern auch eine mit der Erfahrung gut harmonirende 
Hypothese ist (§. 319.)* Ohne die Erfahrung näher zu 



*) Siebe den Eingang zu der bereits in §• 323. anget'dbrten 
Eni er* leben Abbandlang de caryis elasticis. Ealer bericbtet da- 
selbst, me B er noulli ibm mitgetheilt habe, dass er die gesammte 
in einem elastischen Blecbe (lamina) enthaltene Kraft in dem eing- 
ehen Aasdmcke /{ds : r^) zasammenfassen könne, and dass dieser 
Ausdruck, welchen er die vis potentialis des Bleches nennt, iür die 
elastiBohe Linie ein Minimum seyn n^assct 
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befragen, kann man bloss behaupten^ dass das Moment 
u eine Function der Krümmung is^ und zwar eine sol- 
che , die mit der Krümmung zugleich wächst und ab- 
nimmt und durch Null in das Entgegengesetzte über- 
geht Denn unter der Annahme, dass alle Elemente 
des Fadens von gleicher Länge sind, kann daß Mo- 
ment u des TOS den Riebtungen zwcuer nächstfolgen- 
den Elemente gebildeten Winkels «^ von diesem Win- 
kel allein abhängig seyn ; und da u eine endliche Grösse, 
ds aber constant gesetzt worden ist, so muss u eine 
Function von tfii/idu, d. i« von der Krümmung, seyn« 
Dass aber u mit der Ejrümmung zugleich ab- und zu« 
nehmen muss u, s« w«, folgt aus der Natur der Sache 
selbst« 

Ich mache diese Bemerkung hier um deswillen, 
weil, wie ich noch hinzufügen will, die im vor. §. ai|- 
gestellte Rechnung auch unter der Voraussetzung, dass 
das Moment u überhaupt eine Function der Krümmung, 
also Ton r oder von z', = 1 : r, ist^ geführt werden 
kann. 

In der That stelle F irgend eine gegebene Func- 
tion Ton p vor, und sej dem gemäss die allgemeinere 
Gleichung für das Gleichgewicht am elastischen Faden: 

fdyfXdM — fdx/Tds = P. 

Alsdann werden, wenn man dPzszUdp setzt, die 

Gleichungen [2]: 

fXds^-^l^+nQfj, 

fYd9^— Tri—n^^i. 
Verbindet man diese Gleichungen auf die oben an- 
gezeigte Weise und setzt fIIpdp=iQ^ undden Werth, 
welchen Q für xz=zx' und y=y erlangt, =0^, so 
erhält man statt der Gleichung 1.: 

V— F'+ T— T -i- e— ö' = 0. 
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und man kann dabev auch jetzt noch 4io Spannung T 
schon duroh die Fanotion V und durch den Krümmungs- 
halbmeaser, Fon urelohem Q eine gegebene Function 
ist, bestimmen* 

Eine^ weitere analoge Durchführung der Rechnung 
giebt mit der Bemerkung, dass SQ = Ilpdp und SP 
= JII/9.ist: 

H?z=z — dPiip^SPdrlß = ^d(Pixij)+S{Pdilß) 

ond man gdangt damit zu dem Integrale 

/(Täs + Fpds), 
welches unter den nämlichen Voraussetzungen, welche 
im vor. §. gemacht wurden, ein SIa;]dmum oder Mini« 
mum seyn muss* 

Gleichgewicht an einem elastisch drehbaren Fades« 

§. 330. 

Eine krumme Liqie im Qaume können wir ihrer 
Grösse und Form nach als gegeben ansehen, wenn die 
Längen ihrer Elemente, die Winkel je zweier njächst- 
folgenden Elemente und di^ Winkel, welche die Ebe- 
nen von je zwei nächstfolgenden der erstem Winkel 
mit einander machen, gegeben sind. Von diesen drei, 
zur Bestimmung einer Linie To^ doppelter fiLrümmung 
dienenden Arten von Grössen setzten wir in diesem 
Kapitel zuerst alle drei veränderlich und liessen durch 
die Veränderung der Längen der Elemente elastische 
Kräfte entstehen (f. 313—315.). Wir setzten zweitens 
die Längen der Elemente constant, und nur die beiden 
Arten von Winkeln veränderlich, und liessen durch 
die Aenderung der Winkel der ersten Art elastische 
Kräfte erzengt werdmi (§. 316—4. 329.). 
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« 

Auf diesem Wege fortgelieiid, wollen wir nnn Arit- 
teils und letztens die LäDgen der Elemente soVrohl, 
als die Winkel dei^ ersten Ai't, constant und nur die 
der zweiten Art als veränderlich annehmen nnd durch 
ihre Veränderung telastische Kräfte hervorgehen lasfiien. 
So wie wir aber bei der zuletzt geführten llnteröuohung 
der Einfachheit Willen die Wiukel der ersten Art beim 
anfänglichen Zustande der Linie äämmtlich null setz- 
ten und damit die Linie eine Gerade seyn liiö^ssen, so 
wollen wir auch Jetzt, so läägte litlf dte Linie Üoch kein^ 
Kräfte wirken, die Winkel der leiten ÄH null an- 
nehmen und somit eine Citfv« vbn leinfadhe^ Erftttt- 
ttaung voraussetzen. 

Sind demnach L^ M^ N^ 'O t^^Äd tier iunä^chst 
auf einander folgende Punkte d^r" Curve, atso LJÜl, 
MN^ NO drei nächstfolgende Elemente deräelböA und 
LMN^ MNO zwei nächstfol^ebdie Winkel der ersteh 
Art^ so sollen die ursprünglich zusammen^aÜetideü Ebe- 
lien derselben, wenn sie, durch äussere Kräftd geno- 
thigt, an ihrem gemeinschaftlichen Elemente MN ei- 
lten Winkel (der zweiten Art) mit einander machen, 
dnrch elastische Kräfte zur Wiederveremigüng getrie- 
ben werden. Entfernt man die äussern Ktäfte und 
soll nichtsdestoweniger deffelbenenwinkel unverändert 
Erhalten werden, so kann dieäes dadurch geschehen, 
dass man irgend zwei Punkte, etwa L tmd O, der* ei- 
nen nnd andern Ebene, von denen keiner in dem ge- 
meinschaftlichen Elemente MN liegt, durch eine steife 
gerade Libie hO von unveränderlicher Länge mit ein- 
ander verbindet; denn hierdurch werden dre bdden £!bl6- 
nen ita ebie nnv^äVidiDlrliche Lage gegen einander ge- 
bracht. Den ^lastiftnAien Kräften halten diE^er di'e Pres- 
flNiligen der lÄiie L9 dM ißteiöli^wicht, und nkän kann 
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sich folglich die elastischen Ejräfte als zwei einander 
gleiche, nach den lUchtungen IjO nnd OL auf die 
Ebenen LWLN nnd MNO wirkende, Kräfte vorstellen, 
nnd eben so als zwei nach UW nnd WU gerichtete 
Kräfte, wenn U und V irgend zwei andere Punkte in 
den Ebenen LMJV nnd MNO sind« Heissen nun p 
nnd — p die beiden erstem und p' und — /»^ die beiden 
letztem Kräfte, so müssen nach demselben Schlüsse, 
wie in $• 316., wenn das Element M]\f unbeweglioli 
angenommen wird^ die Kräfte p und p\ welche nacb 
den Richtungen LO und L^O' auf die um MN dreh- 
bare Ebene LTXIN wirken, gleichwirkend se3m; es mü& 
sen folglich die Momente von p und ff in Bezug auf 
MN^ alsAxe, einander gleich seyn« Die gemeinschaft- 
liche Grösse dieser Momente wollen wir das Moment 
der Elastici'tät des Ebenenwinkels LMN^ MNO nen- 
nen und, wenn die Länge der Axe = 1 ist, mit 
mit V bezeichnen. Kennt man dieses Moment, so 
kann man für jede gegebene Richtung der Ejraft f 
oder p' die Intensität der letztern finden. Denn das 
Moment einer ihrer Grösse und Richtung nach durch 
liO ausgedrückten Kraft in Bezug auf die Linie MS^ 
als Axe, ist gleich dem Sechsfachen der Pyramide 
MNLO (§. 59.) ^ LMNO ($. 63. i.)\ und daher 
nach §• 91. das Moment einer nach LO gerichteten 
Kraft p in Bezug auf eine Axe, welche die Richtung 
MN und eine Länge = 1 hat: 

Ü.LMN O .\ r . LO.MN 

'''=' LO.MNP' folghch;. = g^^^^ • V. 

Eben so, wie bei dem Linienwinkel in §«316«, ist dem- 
nach auch hier mit dem Momente der Elaaticität die 
Wirkung derselben vollkommen bestimmt 

Was zuletzt noch die Grö9se des Moments v an- 
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langt 9 80 ist irohl auch hier die natnrg^mässeste Hy- 
pothese , dasselbe bei einem gleichförmig elastischen 
Faden, sobald die Elemente' desselben, einander gleich 
angenommen werden, dem mehrgedachten Ebenenwin« 
kel proportional zu setzen, also überhaupt, — - mag c/« 
constant angenommen werden, oder nicht — 

*, — 9^ ^^ 
äs 

zu setzen, wenn dx den unendlich kleinen Ebenenwin- 
kel und & eine von der Elasticität des Fadens abhän- 
gige Gonstante bezeichnet. 
Weil endlich 

6 • LJUNO = 2LMJV. ^^J? . smLJUJV^ MNO 

MN 

SO kann nach derselben Hypothese das Moment v 
auch 

gesetzt werden* Dabei ist ^ eine positive Grpsse, weil 
das Moment ^ mit der Pyramide LMNO einerlei Zei- 
chen bat. 

§. 331. 

Dieses vorausgeschickt, gehen wir jetzt zur Ent- 
Wickelung der tinser Problem in Rechnung setzenden 
Differentialgleichungen über. Hierbei wollen wir, wie 
bei der vorigen Untersuchung, die in §. 28f. b^ aufge- 
stellten Gleichungen für das Gleichgewicht eines voll- 
kommen biegsamen Fadens zum Grunde legen. Diese 
vollkommene Biegsamkeit wird gegenwärtig durch die 
2wei Bedingungen beschränkt, dass die im vor. §• so- 
genannten Winkel der ersten Art unveränderlich und 
dass die der zweiten Art elastisch seyn sollen, und 
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wir haben desahalb za den in jenen Gleichungen be- 
reits yorkommenden Kräften noch zweierlei andere 
Kräfte binznznfügen. Damit aber diese neuen Kräfte, 
gleich den bereits Torkommenden, den Faden selbst 
afficiren nnd somit anf eben die Art, wie jene, in Rech- 
nung genommen werden können, wollen wir die UnTer- 
änderlichkeit der Winkel der ersten Art uns dadorch 
bewerkstelligt denken, dass von je drei näohstfolgeo- 
den Pnnkten des Fadens, wie //, ilf, iV^ der erste 
mit dem dritten durch eine gerade Linie LiN von on- 
Teränderlioher Länge verbunden ist« Die Elasticität der 
Winkel der zweiten Art oder der Ebenenwinkel wollen 
wir, den vorangegangenen Erläuterungen gemäss, als 
darin bestehend uns vorstellen, dass auf den ersten 
nnd vierten von je vier nächstfolgenden Paukten, ine 
Ety Mj iV, Oj zwei einander gleiche und direot entge- 
gengesetzte Kräfte wirken. Die Ejräfte, welche g^ 
genwärtig am Faden sich das Gleichgewicht halten 
sollen, sind demnach; 

1) Die äusseren Kräfte [Xds^ Yds^ Zds)y welche 
auf die einzelnen Elemente jDüf, JUJV^ NO^ ... wirken, 
und wohin auch die endlichen Kräfte gehören, die am 
Anfang und Ende des Fadens thätig sind; 

2) die Pressungen, welche von den steifen Geraden 
liN^ MOy... auf die sie begrenzenden Punkte des 
Fadens hervorgebracht werden; 

3) die elastischen Kräfte, deren Richtungen in 
LOy... fallen. 

Den allgemeinen Gleichungen in $• 281. zufolge 
ist nun zunächst analytisch auszudrücken, dass in Be- 
zug auf jede der dreiAxen, welche durch irgend einen 
Punkt (x^ y, %) oder M des Fadens parallel mit den 
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Coordioatenaxw gelegt werden , da» Moment aller je- 
ner vom Anfangspunkte A bis zum Punkte M anf den 
Faden wirkenden Kräfte null *ist« Auf solohe Wme 
erhalten wir drei Gleiobungen, oder vielmehr nur zwei^ 
da aus je zweien derselben, naehdem sie differentiirt 
worden I die dritte folgt« 

Yen allen auf den Faden von A bis M wirkenden 
Pressungen sind aber zwei und zwei einander gleich 
und direct entgegengesetzt, die zwei ausgenommen, 
welche die Punkte L und M nach den Riohtungen US' 
und MO treiben, indem die ihnen ehtgegengesetzten 
auf die nicht mehr zum Tfaeil AM des Fadens gehö- 
rigen Punkte iV und O wirken; und weil die nachJfl? 
gerichtete Pressung jeder durch M gelegten Axe be- 
gegnet, so reducirt sich in Bezug auf eine solche Axe 
das Moment aller jener Pressungen auf das Moment 
der nach LN gerichteten Pressung allein. Wir wollen 
die Momente dieser Pressung in Bezug auf die drei 
durch M mit den Axen der ^, y, % parallel gelegten 
Axen resp. = /?, ^, r setzen. 

Ganz auf dieselbe Weise kommen, wenn K der 
dem L nächstvorangehende Punkt ist, die Momente 
aller elastischen Kräfte von A bis M auf die Momente 
der zwei auf K und L naeh KN und LO gelichteten 
Kräfte zurück. Heissen rückeiehtlich jener drei Axen 
die Momente der erstem dieser zwei Kräfte :y^, g*„ ^, 
der letztern: fy g^ h. Alsdann sind, wenn wir noch 
die Momente der äussern Kräfte von A bis M rüok- 
sichtlich derselben drei Axen kurz mit (JQ» (F)» {2!) 
bezeichnen, die vorhin gedachten. drei Gleichungen: 
|(J[)+/»+/+/=0, 

(a) hy)+9+g'+g^^f 
II. 20 
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und 08 ist nor noch übrig, ans diesen Gleichniigeii die 
die Wertbe von p^ ^, r bestimmende Pressong zu eH- 
Buniren. Die zwei Gleichungeni welche dadurch he^ 
TOrgeben, 6ndet man am leichtesten, wenn man jene 
drei addirt, nachdem man sie das einemal mit den 
Cosinussen $,, 17,, C der Winkel multiplicirt hat, welche 
das Element LM mit den Coordinateaaxen macht, und 
das anderemal mit den Cosinussen S, 17, C der Winkel 
des Elements MN mit denselben drei Axen. Man e^ 
hftlt auf diese Weise: 

i(X)t + ( 10^, + (Z)& +/?, + g,ri, + hK. =0, 

^^' \{Xi% + {Y)r^ + (Z)C +/5 +s^ + ^ =0. 

Denn die Aggregate p%, + jriy, + r& und /?/ + g"^/ + ^ 
smd nach §. 90* die auf LM^ als Axe, bezogenen 
Momente der nach LN gerichteten Pressung und der 
elastischen nach hO gerichteten Kraft, und jedes die* 
ser beiden Momente ist null, weil die Axe LM den 
Richtungen der Pressung und der elastischen Kraft^ 
in//, begegnet; und eben so erhellet, dass auch/v^+f^i? 
+ rC und f^ + gffi -f- Ä,C, als die Momente der Pres- 
sung nach IjN und der elastischen nach KN gerichte- 
ten Kraft, in Bezug auf MN^ als Axe, null sind. 

Yen den zwei Gleichungen (^) selbst drückt die 
erste aus, dass das Moment aller auf den Faden von 
A bis L (oder M) wirkenden Kräfte^ rücksichtlich des 
Elements Zilf, als Axe, null ist, und die zweite, dass 
das Moment aller Kräfte von A bis M (oder N) rück- 
sichtlich der Axe MN null ist. Beide Gleichungen 
drücken daher eines und dasselbe, nur in Bezug auf zwei 
verschiedene Punkte der Curve, aus, und da diese 
zwei Punkte einander unendlich nahe liegen, so muss 
sich die eine dieser Gleichungen durch Differentiation 
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der andern wgeben. Durch die EliminatioD der Pres« 
snng aus (a) haben wir daher ^ genau betrachtet ^ nur 
Eine Gleichung erhalten ; anch war dieses leicht yoF- 
auszusehen > da von den drei Gleichungen (a), nachdem 
sie differentiirt worden^ eine jede eine Felge der bei- 
den andern ist« 

Es bleibt uns jetzt noch übrige in einer der bei- 
den Gleichungen (£), wozu wir die zweite wählen , für 
die darin vorkommenden Momente ihre uns schon be- 
kannten Werthe zu substitniren. Es ist nämlich 
iX) = fdx/Yds — fdyfZdsy (J) = etc. (§.281.ä.) 
Ferner ist /? + g'i? + ä? = dem Momente v der 
elastischen nach IjO gerichteten Kraft in Bezug anf 
eine nach MJV gerichtete Axe, 

= & . ^LMNO : U^MN^ (vor. f ). 
Aus der analytischen Geometrie weiss man aber^ dass 

^LMNO = {dyd^%—dxd^y) d^x+(d%d^a:—dxd^%)^y 

+ {da;d^y—efyd^ä)d^x •) 

nnd iLMN^=t{Jl +'Jl + J\y (§. 324.) 
^dyd''%-dxd^yY'\^{dxd^x--dxd^%Y+(dxd^y'-dyd^xy. 

Endlich ist S = d[r:d!f, etc. und es wird daher^ wenn 
man noch der Einfacheit willen dx constant annimmt, 
die gesuchte Gleichung fiirs Gleichgewicht: 

dxfidxfYdM-^dyfZdM) + dyfidxfZdi—dmfXds) 

+dxf(dyfXd^--dxfYdd\ 
— &d ^^^^ xd ^y—dyd^x) 



{dxd^y'-dyd^»y+dx^(dy^+d^»'') 
Mit dieser Gleichung ist aber noch die Bedingung 



«") Aach kann dieser Aoidrnck leicht ans dem in f. 64. dnicfa 
die Coordinaten ihrer Ecken ansgednickten «Weitbe «iner^ P^nide 

heKgeldtet werden. . ; j - 

20» 
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Btt Terbiodea» data die CorTe tob doppelter Krügmiug, 
n vekher die ebene Cenre gedreüt worden, in jedem 
ilffer PMkte denselben Krommnngshalbmessef r htiy 
nie ffie ebene Cnrre in dem entsprechenden Faoktfl; 
d* k» Mnn bnt u der letstem Gleiehang noch die xwi> 
neben r nnd s b« der ebenen Curve statt findei^ 
<Beicbnn|r» nie eine nneh bei der doppelt gebrummta 
sehende» ym n nnin gen, Zn dem Ende bentimme mai, 
nenn jr sr/\xl die Cileiebnng der ebenen Cnrve ifl^ 
«ne dieeer tfifiehnny dns YerbaltDiss ds z dr mir, 
nie FVMMlienen Ten x« Bermit findet nich aneh das 



etk^tninee ^-^'^ • 5^> •'^ Fnnction von x. Man 

etueMH^ bieeenf jr nne den Weitben Ton #• nmddridt, 
en» etUUl nMue die f s enebt e deiebnng mwiscdien r und 
«II^^Wb% bi neklmr nnr noA fnr dEr, r nnd dir-ibre all- 
^eCMinen Wettbe^ dnreb die ersten^ zweiten nnd drittea 
IKdlWentinlo Ton x, y, % nnegednickt^ sn snbstituiren 
euML 

let a. B. die gegebene Cnrre ein Kreis, dessen 
Halbmesser =11, so hat man die Bedingangsgleiehiing 

^ ds^ 

^~ Vl{d»iPy—dyd^zy+^.y 

Dnreb diese zweite Gleichung, in Yerbindnng mit 
der Torhin entwickelten Momentengieicfanng, ist aber, 
sobald noch Xy Yy Z gegebene Functionen von x^y,« 
sind, die Besohaffeuheit der Gurre bestimmt« 

%. 332. 

Zusätze, o. Die Herleitung der zwei endlichen 
Gleic^hungen zwischen x, y, % aus den zwei Differenz 
tialgleichungen des vor. §• erfordert 12 Integmilenen 
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r und fuhrt damit 12 willkuhrliche Constanten herbei. 

L Denn zuerst bat man die 3 Integrale fXdsy fT^fsy 

F fZd9 mit 3 willknhrliohen Constanten. Hierzu kom- 

I men durch Integration der 3 Ausdrücke: ^j^yF/i^r— 

I dyfZd9^ etc. 3 neue Constanten; und da von den In- 

: tegralen dieser Ausdrücke , nachdem sie resp« mit dx^ 

' dy^ d% multiplicurt worden, die Summe einem Ausdrucke 

gleich zu setzen ist, welcher Differentiale der Istea 

bis 3ten Ordnung enthält, so kommen bei vollständiger 

Integration dieser ersten Differentialgleichung noch 3 

neue Constanten hinzu. Diese 9 Constanten werden 

aber durch Integration der zweiten Gleichung, welche 

Ton der 3ten Ordnung im Allgemeinen ist> (nur fiir den 

Kreis von der 2ten) noch um 3 vermehrt, so dass die 

Anzahl sämmtlicher Constanten auf 12 steigt. 

Sind demnach eine ebene Curve, zwei Punkte JK 
und K in derselben und die Oerter A und B gegeben, 
welche diese Punkte im Räume einnehmen, nachdem 
die Curve unter dem Einflüsse äusserer Kräfte und 
ihrer eigenen mit der zweiten Krümmung verbundenen 
Elasticität eine zweite Krümmung erhalten hat, sind 
ferner in diesen zwei Oertern noch die Tangenten und 
die Krümmungsebenen der doppelt gekrümmten Curve 
gegeben, so ist damit letztere Curve selbst voUkom^ 
men bestimmt. — Denn eben so gross, als die Kahl 
(zwölf) der willkührlichen Constanten, ist auch die Zahl 
der Gleichungen, welche zwischen den Constanten in 
den zwei Gleichungen der Curve erfüllt sejn müssen, 
wenn diese die eben aufgestellten Bedingung«! erfül- 
len soll. 

In der That giebt die Bedingung, dass die Cnwe 
durch den Punkt A gehen soll, 2 Gleichnngen, die 
bestimmte Richtung ihrer Tangento in A führt zu einer 
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iiMZ äaker ü Allem 12 Gkidiiui- 

^ i:£ CiiTMien imd kann Auh letx- 

svei Cleiehnng-en fsr fie Knm- 

wid £ kann aoch £e Gicidmog 

masdrückt , dass die Innere der 

Cmrre ron ^ bis B ebca Mgros% 

^^jfijgriirhrnj einfach gekrÖBBtca ycmi 

*- *^ j-^ )ri«aHiderD Falle, wenn die arspränglicht 
^ ki;:«i<s ist, hat man tod uiesen zvei Glei- 
'^'^V^ :tf «ittt eben Krümmaogshalbmesser nnd die 
f^^V^ Ji W» B nur die letztere beizubehalten, da 
^ jjfi/UHt oenatante Krümmungshalbmesser in der 
HiÜHeBtialgleichung selbst mit Torkömmt. Die 
Bedinguogsgleichungen reducirt sich daher 
Falle auf 11. Von der andern Seite ist dano, 
^feiiri^> auch die Zahl der durch Integration eot- 
Constanten um Eins geringer, als im allge- 
Falle, da beim Kreise die zweite Differentiat 

^^Jä/ßßK ^^^ ^^^ ^^^ ^°' zweiten Ordnung erhebt. 
■™4^ Wird die Cnrve in einem Punkte JH unterbro- 
snd soll* nichtsdestoweniger das Gleichgewicht 
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fortdauern, so genügt es hier nicht, wie in §• 318. r. und 
$• 325. b.^ bloss das letzte Element //üf fest zu mOf 
chen, sondern es müssen, um die zwei durch die Uo- 
terbreqhung in Jf verloren gehenden, nach KN und 
LiO gerichteten, elastischen Kräfte zu ersetzen, die 
zwei letzten Elemente Kh und LM^ oder, was das- 
selbe ist, die letzte Tangente und die letzte Krüm- 
ln ungsebene, unbeweglich gemacht i werden. 

§.333- 

. . Ziehen wir zum Sl^hlusso noch den einfachsten Fall 
in Betracht, wenn X, Y, Z null sind, und daher nur 
durch Kräfte, welche am Anfang und Ende des Fadens 
angebracht sind, die zweite Krümmung desselben er- 
zeugt wird. Die Kräjte am Anfange, d. b. die endli- 
ohen Kräfte, welche auC Punkte wirken, die mit den 
beiden ersten Elementen in unveränderlicher Verbin- 
dung stehen, seyen, wie in §. 326., auf eine einfache 
Kraft A und ein Paar reduoirt, dessen Moment = i», 
und dessen Ebene auf A normal stehe; auch werde, 
wie dort, die Richtung von A zur Axe der.o? genom- 
men. Die Momente dieser Kräfte in Bezug auf drei 
Azen, die man durch den Punkt (^, y, %) parallel mit 
den Axen der ^, y, % gelegt hat, sind alsdann: 

und die erste Differentialgleichung der Curve wird da- 
mit : ' 

mdx + A{yd% — xdy) = — vds = — ^dy,. 

Wir ersehen hieraus unter andern, da^t^ wenn auf 
den Anfang des Faden» bloss ein Kräftepaar wirkty 
die zweite Krümmung^ =:= dx : dsy in jedem Punkte 
proportional mit dx i ds^ d. i. mit dem Cosinus des 
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Winkels ist, den die Tangente der Curire mit der Ax» 
der X macht y also mit dem- Süms des fFtnJkehy dm 
die Tangente mit der Ebene deeJ^aaree macAtj da» 
folglioh an den Stellen der Curve, wo ihre Tangente 
mit der Ebene des Paares parallel läuft, die zweite 
Ejrümmung verschwindet, und an den Stellen am grte- 
ten ist, wo die Tangente auf der Ebene des Paares 
normal steht 

Zusatz. Ist die Gestalt des Fadens, auf welchen 
nur am Anfang und Ende Kräfte wirken, ursprüngUch 
kreisfSrmig, so kann seine nacfaherige Gestalt auch die 
einer cylindrischen Spirale sejn, deren Axe, wenn die 
Eüräfte am Anfange, wie vorhin, auf eine einfache Kraft 
ji und ein auf der Richtung von A normales Paar 
reducirt worden, mit der Richtung von jt zusam- 
menfällt Denn erstens hat diese Spirale eben so, 
wie ein Kreis, einen oonstanten KrümmungshalbmeS' 
ser, der hier dem des ursprünglichen Kreises gleiok 
seyn muss; und zweitens wird auch der Momenteoglei' 
chnng durch die Gleichungen einer cylindrischen Spi- 
rale, deren Axe die Axe der a: ist. Genüge geleistet 
Diese Gleichungen sind nämlich (§• 327»), wenn a iei 
Halbmesser des Cjlinders der Spirale und 6 die Writi 
ihrer Gänge bedeutet, und wenn man der Kurse will« 
2711 6= A setzt: 

y = aoosAxj z = aslnAx. 

Die Differentiation dieser Gleichungen giebt unter 
der Annahme, dass da: constant ist: 

dy = --- hxdx , cfe = + hydx^ 
d^y^—h^ydx^'y rf*« = — >5^«dir% 
d^y = + A^xda:^y d^x=: — h^ydx^ i 

folglich de^ == (1 -f-A^a^) cEr', uid wenn mm 
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yd% — %dy=it^ dyd^x — £ferf^y=^, 
d''yd^Z'-d^%d^y = tf' und d^y^ +d'^%'^=:u setzt: 
tz=iha^dx^ t'=h^a^dx}^ t"=h'*a^dx^ ^ u=:/i^a^dx^. 

Die MomentengleicbuDg aber, welche sieh mit den 
jetzt aDgenoinmenen Zeichen also schreiben lässt: 

wird dadurch m + Aha"^ = ^= =- , 

wo l die Länge eines Ganges der Spirale ausdrückt 
(§• 327. )• Diese Gleichung enthält nun bloss Con- 
stanten und giebt eben damit zu erkennen, dass unter 
den vorausgesetzten Umständen der Faden die Spiral- 
form annehmen kann. Hiernach sind wir berechtigt zu 
schliessen : 

Wtrdy wie die» immer möglich isty ein elastiscA 
drehbarer und ursprünglich kreisförmiger Faden 
in die Gestalt einer cylindrischen Spirale gebracht^ 
und werden die zwei ersten , so wie die xwei letzten 
Elemente des Fadens in der dadurch erhaltenen Lage 
unbeweglich gemacht^ so wird der dazwischen be* 
griffene Faden von selbst in der Spiralform ver^ 
harren. 

Noch kann man bemerken, dass der Krümmungs- 
halbmesser der Spirale, also auch der Halbmesser des 
ursprünglichen Kreises, 

ds^ 1+A^a* _ /* . . 

— ^ M n ISl« 



)/'{i'^+uda;') A"-a 4«»a 



II. 



r 



Druokfehler nnd VerbeBBerangen. 

Seite 31 Zeile 1 y. o. lies: die ihn treffende. 

— 32 6 y. o. yor nach Beize ein Komma. 

— 45 — 3 y. o. lies: nnd hiernach 

— 59 - 8 y. o. Ües: JF, ÄF', J'F, ... 

— 101 — 12 y. a. lies : unbekannten Richtungen 

— 130 — 4 y. o. An das Ende der Zeile setze ein Korams. 

— 159 — 8 y. u. yertilge: auch 

— 185 — 9 y. u. lies : wo 

— 212 — 5 y. o. yertilge: + (1 : Ä). 

— 221 — 9 D. 10 y. o. statt: geben, lies: getrieben. 

— 230 — 5 y. ö. statt z/rdf lies: /Tdf. 

— 249 — 1 y. o. lies: eine positiye constante Gross ist« 

— 284 — 7 o. 6 y. u. lies : auf den Faden kduie iosseni Krafie 
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